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Ëåòíÿÿ øêîëà ¾Êîìáèíàòîðèêà è àëãîðèòìû¿�2017

1 Âìåñòî ââåäåíèÿ

Â 1997 ãîäó íà Ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå â êà÷åñòâå ïîñëåäíåé çàäà÷è â âàðèàíòå 11
êëàññà áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à Ì.Ñìóðîâà:

Íà ïëîñêîñòè äàíî êîíå÷íîå ÷èñëî ïîëîñ1, ñóììà øèðèí êîòîðûõ ðàâíà 100, è êðóã ðàäèóñà 1.
Äîêàæèòå, ÷òî êàæäóþ èç ïîëîñ ìîæíî ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè òàê, ÷òîáû âñå îíè ïîêðûâàëè
êðóã.

Ðèñ. 1:

Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå çàäà÷ó òàê: âû ïðîáèëè â ïîëó êðóãëóþ
äûðêó, è òåïåðü âàì íóæíî å¼ çàëîæèòü ñ ïîìîùüþ íåñêîëüêèõ äëèí-
íûõ äîùå÷åê. Äàâàéòå äëÿ íà÷àëà ðàçáåð¼ì å¼ ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì âûïóêëóþ ôèãóðó F , ãðàíèöà êîòîðîé ñîñòîèò èç êðè-
âîé AB è îòðåçêîâ AO è BO. Ñóùåñòâóþò äâà âèäà ïîëîñ: èìåþùèå
îãðàíè÷åííîå è íåîãðàíè÷åííîå ïåðåñå÷åíèå ñ óãëîì AOB (ñì. Ðèñ. 1).

Ïóñòü åñòü íåñêîëüêî ïîëîñ, êîòîðûå èìåþò íåîãðàíè÷åííîå ïåðåñå-
÷åíèå ñ óãëîì AOB, ïðè÷¼ì ñòîðîíû êàæäîé ïîëîñû íå ïàðàëëåëüíû
OA è OB. Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ïîëîñ, ÷òî åñëè ñóììà èõ øè-
ðèí íå ìåíüøå äëèíû êðèâîé AB, òî F ìîæíî ïîêðûòü ñäâèãàìè ýòèõ
ïîëîñ. Äëÿ îäíîé ïîëîñû óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè åñòü íåñêîëüêî
ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó ïîëîñ, òî îáúåäèíèì èõ â îäíó ïîëîñó, øè-

ðèíà êîòîðîé ðàâíà ñóììàðíîé øèðèíå ýòèõ ïîëîñ. Óïîðÿäî÷èì íàïðàâëåíèÿ ïîëîñ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè è âîçüì¼ì êðàéíåå èç íàïðàâëåíèé. Ïåðåíåñ¼ì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëîñó òàê, ÷òîáû îäíà èç
îãðàíè÷èâàþùèõ å¼ ïðÿìûõ ¾êàñàëàñü¿ íàøåé ôèãóðû è ïðè ýòîì ïîëîñà èìåëà îáùèå òî÷êè ñ ôèãó-
ðîé (âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ôèãóðû F è ïîëîñû, èçîáðàæåííûå íà Ðèñ. 2).

Ðèñ. 2:

Ïóñòü âòîðàÿ îãðàíè÷èâàþùàÿ ïîëîñó ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êðèâîé AB â òî÷êå C, à ñ ïðÿìîé
OA � â òî÷êå O′. Îò êðèâîé AB áóäåò îòðåçàíà êðèâàÿ CB, äëèíà êîòîðîé íå ìåíüøå, ÷åì øèðèíà
ïîëîñû. Îñòàâøèìèñÿ ïîëîñàìè ïîêðîåì ôèãóðó, îáðàçîâàííóþ îòðåçêàìè O′A, O′C è êðèâîé AC (ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè).

Êàê òåïåðü ïðèìåíèòü äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ê èçíà÷àëüíîé çàäà÷å äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà? Íà-
ïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïèøåì îêîëî êðóãà ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê O1O2O3, ñòîðîíû êî-
òîðîãî íå ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì íè îäíîé èç ïîëîñ. Êàæäóþ ïîëîñó ¾ïðèïèøåì¿ îäíîìó èç óãëîâ
òðåóãîëüíèêà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç O1, O2, O3 ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì ïî-
ëîñû. Òîãäà ðîâíî îäíà èç ýòèõ òð¼õ ïðÿìûõ áóäåò ïåðåñåêàòü òðåóãîëüíèê. Óãëó ñ ýòîé âåðøèíîé è
ïðèïèøåì ýòó ïðÿìóþ.

1Ïîä ïîëîñîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè.
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Ðèñ. 3:

Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà O1O2, O1O3, O2O3 êàñàþòñÿ êðóãà
â òî÷êàõ A, B, C. Ðàññìîòðèì ôèãóðó F1, îáðàçîâàííóþ îòðåçêàìè
O1A, O1B è äóãîé ACB (ñì. Ðèñ. 3). Åñëè ñóììà øèðèí ïîëîñ, ïðè-
ïèñàííûõ óãëó O1, íå ìåíüøå

4π
3
(äëèíû äóãè ACB), òî ïî ðàíåå äî-

êàçàííîìó èìè ìîæíî ïîêðûòü F1, à, ñëåäîâàòåëüíî, è èçíà÷àëüíûé
êðóã. Îïðåäåëèì äâå àíàëîãè÷íûå ôèãóðû F2 è F3 äëÿ âåðøèí O2 è
O3 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ñóììàðíàÿ øèðèíà ïîëîñ ðàâíà 4π, òî õîòÿ
áû îäíîìó èç óãëîâ ïðèïèñàíû ïîëîñû, ñóììàðíàÿ øèðèíà êîòîðûõ
íå ìåíüøå 4π

3
, ò.å. òîãäà åäèíè÷íûé êðóã ìîæíî ïîêðûòü ïîëîñàìè.

Êîìó-òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è ïîêàæåòñÿ î÷åâèäíûì. Åñëè çàìå-
íèòü 100 íà êàêîå-íèáóäü ñóùåñòâåííî áîëüøåå ÷èñëî (íàïðèìåð,
100100), òî ìíîãî êòî ñî÷ò¼ò çàäà÷ó òðèâèàëüíîé. Â òàêîì ñëó÷àå,
ñòåðåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã òàêæå äîëæåí êàçàòüñÿ òðèâèàëüíûì:

Â ïðîñòðàíñòâå äàíî êîíå÷íîå ÷èñëî ñëî¼â2, ñóììà øèðèí êîòîðûõ ðàâíà 100100, è øàð ðàäèóñà
1. Ïðè ëþáîì ëè ðàñïîëîæåíèè ñëî¼â êàæäûé èç íèõ ìîæíî ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè òàê, ÷òîáû âñå
îíè ïîêðûâàëè øàð?

Ýòà çàäà÷à � íåðåø¼ííàÿ ïðîáëåìà, äàæå åñëè âìåñòî 100100 âçÿòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî.

Ðèñ. 4:

Çàìåòèì, ÷òî â ðàçîáðàííîé çàäà÷å ñ ÌÌÎ ÷èñëî 100 êàê ðàç èãðàåò
ðîëü áîëüøîãî ÷èñëà � ìû äîêàçàëè, ÷òî åãî ìîæíî áûëî áû çàìåíèòü
íà 4π. À ìîæíî ëè åù¼ óìåíüøèòü ýòî ÷èñëî, ÷òîáû óòâåðæäåíèå îñòàëîñü
âåðíûì? Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åãî ìîæíî óìåíüøèòü äî π+2. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðèìåíèì äîêàçàííîå ðàíåå óòâåðæäåíèå ê ôèãóðå, èçîáðàæ¼ííîé íà Ðèñ. 4.
Â êà÷åñòâå êðèâîé âîçüì¼ì âåðõíþþ ïîëóîêðóæíîñòü è äâà âåðòèêàëüíûõ
îòðåçêà AC è BD, â êà÷åñòâå äâóõ îòðåçêîâ âîçüì¼ì îòðåçêè OA è OB
(ïðÿìàÿ AB âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíà íå ïàðàëëåëüíà íè îäíîé èç
ïîëîñ). Ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ñóììà øèðèí ïîëîñ õîòÿ áû π+2, òî êðóã ìîæíî
ïîêðûòü ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè ïîëîñ.

À ìîæíî ëè åù¼ óìåíüøèòü ñóììàðíóþ øèðèíó ïîëîñ, ÷òîáû óòâåðæäå-
íèå çàäà÷è îñòàëîñü âåðíûì? Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå

ìû ïîêðûëè íå ïðîñòî êðóã, à ñóùåñòâåííî áîëüøóþ ôèãóðó, ïîýòîìó åñòü íàäåæäà, ÷òî ìîæíî ñïðà-
âèòüñÿ è ìåíüøåé øèðèíîé. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ìû ñìîæåì ïîêàçàòü, ÷òî ïîñòàâèòü â óñëîâèå
çàäà÷è ìåíüøåå ÷åì π ÷èñëî íå ïîëó÷èòñÿ. À âîò ìîæíî ëè ïîñòàâèòü êàêîå-íèáóäü ÷èñëî, ëåæàùåå â
èíòåðâàëå îò π äî π + 2? Ýòî � íåðåø¼ííàÿ çàäà÷à. Åñòü áîëåå îáùàÿ ãèïîòåçà:

Ãèïîòåçà. Ëþáóþ âûïóêëóþ ôèãóðó ìîæíî ïîêðûòü ïàðàëëåëüíûìè ñäâèãàìè ïîëîñ, ñóììà øè-
ðèí êîòîðûõ ðàâíà ïîëîâèíå ïåðèìåòðà ôèãóðû.

Äî ñèõ ïîð ìû îãðàíè÷èâàëè ñåáÿ òîëüêî ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè ïîëîñ. Òåïåðü ðàçðåøèì
ïîëîñû ïîâîðà÷èâàòü. Êàêîé â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäëîæèòü åñòåñòâåííûé àëãîðèòì äåéñòâèé?
Íàïðàøèâàþùèéñÿ îòâåò � êëàñòü äîùå÷êè ¾ñòûê â ñòûê¿, ò.å. ïîäðÿä ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó. Íî
ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò àëãîðèòì îïòèìàëüíûì? Îêàçûâàåòñÿ, íè÷åãî ëó÷øå, äåéñòâèòåëüíî, íå ïðèäóìàòü.
Èçÿùíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè âûéòè â ïðîñòðàíñòâî.

Ðèñ. 5:

Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé óäèâèòåëüíûé ôàêò, èçâåñòíûé åù¼
Àðõèìåäó: ïëîùàäü ñôåðè÷åñêîãî êîëå÷êà, êîòîðîå âûñåêàåò ñëîé øèðèíû ω íà
ñôåðå äèàìåòðà d, ðàâíà πωd. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàê áû ìû íè ðàñïîëîæèëè íàø
ñëîé, ïëîùàäü êîëüöà áóäåò îäèíàêîâà. Â ÷àñòíîñòè, ïëîùàäü âñåé ñôåðû ðàâíà
πd2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðóã ïîêðûò ïîëîñàìè, øèðèíû êîòîðûõ ðàâíû
ω1, ω2, . . . , ωn. Ðàññìîòðèì ñôåðó, äëÿ êîòîðîé íàø êðóã ïðèíàäëåæèò ýêâàòîðè-
àëüíîé ïëîñêîñòè. Êàæäîé ïîëîñå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òàêîé ñëîé, ÷òî îãðàíè-
÷èâàþùèå åãî ïëîñêîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç ñòîðîíû ïîëîñû ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñ-
êîñòè êðóãà (ñì. Ðèñ. 5). Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîëîñàìè ïîêðûò âåñü êðóã, òî ñëîè

2Ñëîé � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè.
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ïîêðîþò âñþ ñôåðó. Ïîýòîìó ñóììà ïëîùàäåé êîëå÷åê äîëæíà áûòü íå ìåíüøå ïëîùàäè âñåé ñôåðû,
ò.å.

πω1d+ πω2d+ . . .+ πωnd > πd2 ⇔ ω1 + ω2 + . . .+ ωn > d,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè êàêèå-òî äâå ïîëîñû, ïîêðûâàþùèå êðóã, ïåðåñåêàþòñÿ
âíóòðè êðóãà, òî íåðàâåíñòâî ñòàíåò ñòðîãèì, ò.å. ñóììàðíàÿ øèðèíà áóäåò ñòðîãî áîëüøå äèàìåòðà
êðóãà. Ïîýòîìó ëþáîé ñïîñîá ïîêðûòèÿ êðóãà, êðîìå êàê ¾âñòûê¿, ïîòðåáóåò áîëüøåé ñóììàðíîé
øèðèíû äîùå÷åê.

2 Òåõíè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ

Ñ êðóãîì ðàçîáðàëèñü. À åñëè äûðêà ïîëó÷èëàñü â ôîðìå òðåóãîëüíèêà? ìíîãîóãîëüíèêà? ýëëèïñà?
êàêîé-íèáóäü íåïîíÿòíîé êëÿêñû? ×òîáû àêêóðàòíî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó â ýòîì ñëó÷àå, äàäèì
íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Øèðèíîé ôèãóðû â íàïðàâëåíèè −→v íàçûâàåòñÿ øèðèíà ω(−→v ) ñàìîé óçêîé ïîëîñû, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé âåêòîðó −→v è ñîäåðæàùåé äàííóþ ôèãóðó. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ −→v ,
è ñïðîåöèðóåì íà ýòó ïðÿìóþ íàøó ôèãóðó. Äëèíà ïîëó÷èâøåãîñÿ îòðåçêà è áóäåò ðàâíà øèðèíå ïî
íàïðàâëåíèþ.Øèðèíîé ôèãóðû íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ èç øèðèí ïî íàïðàâëåíèþ, ò.å. øèðèíà ñàìîé
óçêîé ïîëîñû, â êîòîðóþ ìîæíî çàêëþ÷èòü ôèãóðó (ñì. Ðèñ. 6).

Ðèñ. 6:

Êàê ïîëó÷èòü ïîëîñó, çàêëþ÷àþùóþ ôèãóðó? Ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ −→v è íå ïåðå-
ñåêàþùóþ ôèãóðó. Íà÷í¼ì äâèãàòü å¼ ïî íàïðàâëåíèþ ê ôèãóðå. Â òîò ìîìåíò, êîãäà ïðÿìàÿ êîñí¼òñÿ
ôèãóðû, ïåðåñòàíåì äâèãàòü ïðÿìóþ. Ïîëó÷åííàÿ ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ îïîðíîé � ýòî ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ
èìååò îáùèå òî÷êè ñ ôèãóðîé è âñÿ ôèãóðà ëåæèò ïî îäíó ñòîðîíó îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé. Ðàññìîòðåâ
àíàëîãè÷íóþ ïðÿìóþ ñ îáðàòíîé ñòîðîíû îòíîñèòåëüíî íàøåé ôèãóðû, ïîëó÷èì íóæíóþ ïîëîñó.

Ðèñ. 7:

Íàïðèìåð, øèðèíà êðóãà â ëþáîì íàïðàâëåíèè ðàâíà åãî äèàìåòðó. Ó åäè-
íè÷íîãî êâàäðàòà øèðèíà ïî íàïðàâëåíèþ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå
îò 1 äî

√
2.

Èíòåðåñíûé âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî òîëüêî ó êðóãà øèðèíà â êàæäîì íà-
ïðàâëåíèè îäèíàêîâà? Íåò, ïðèìåð ëåãêî ñòðîèòñÿ. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé
òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíîé ω. Ïðîâåä¼ì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå
A è ðàäèóñîì AB. Îñòàâèì îò ýòîé îêðóæíîñòè òîëüêî ìåíüøóþ äóãó BC.
Ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íûå îïåðàöèè ñ äâóìÿ äðóãèìè âåðøèíàìè (ñì. Ðèñ. 7).

Ïîëó÷åííàÿ ôèãóðà íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèêîì Ðåëî. Ïðîâåä¼ì ïàðó ïà-
ðàëëåëüíûõ îïîðíûõ ïðÿìûõ è ïàðó ïåðïåíäèêóëÿðíûõ èì îïîðíûõ ïðÿìûõ.
Ïîëó÷èì êâàäðàò, êîòîðûé ñîäåðæèò òðåóãîëüíèê Ðåëî. Ñòîðîíà ýòîãî êâàä-

ðàòà íå çàâèñèò îò âûáîðà îïîðíûõ ïðÿìûõ è ðàâíà ω, ò.å. íàø òðåóãîëüíèê ìîæåò ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ
âíóòðè êâàäðàòà. Ýòî ñâîéñòâî èñïîëüçóþò, ÷òîáû ñâåðëèòü êâàäðàòíûå îòâåðñòèÿ. Ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü
òî÷íî � ïëîùàäü âûðåçàííîé ôèãóðû îòëè÷àåòñÿ îò ïëîùàäè êâàäðàòà ïðèìåðíî íà 1.2%. Ïîäðîáíåå
ñ ôèãóðàìè ïîñòîÿííîé øèðèíû è èõ ñâîéñòâàìè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [7], [3], [2].

Øèðèíà � íå ñàìûé èíòóèòèâíî î÷åâèäíûé îáúåêò. Íàïðèìåð, ñëåäóþùåå óïðàæíåíèå èëëþñòðè-
ðóåò íå î÷åíü ïðèÿòíîå ñâîéñòâî øèðèíû:

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé íåðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü ïðÿìîé
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íà äâå ÷àñòè òàê, ÷òîáû ñóììà øèðèí ÷àñòåé áûëà áîëüøå øèðèíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.

Îäíàêî íå âñ¼ òàê ïëîõî, íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà âûïîëíÿþòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè ôèãóðà
A ëåæèò âíóòðè ôèãóðû B, òî øèðèíà B áîëüøå øèðèíû A.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî øèðèíó âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: äëÿ êàæäîé ñòîðîíû íàéòè ðàññòîÿíèå äî íàèáîëåå óäàë¼ííîé îò íå¼ âåðøèíû, à çàòåì ñðåäè
ýòèõ ðàññòîÿíèé âûáðàòü íàèìåíüøåå. Â ÷àñòíîñòè, øèðèíà òðåóãîëüíèêà ðàâíà åãî íàèìåíüøåé
âûñîòå.

Îñíîâíûì îáúåêòîì íàøåãî èññëåäîâàíèÿ áóäóò âûïóêëûå ôèãóðû. Ôèãóðà íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé,
åñëè îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ëþáûå äâå òî÷êè ôèãóðû, öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ âíóòðè ôèãóðû. Äëÿ ìíî-
ãîóãîëüíèêîâ ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî ñòàíäàðòíîìó îïðåäåëåíèþ: ìíîãîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ âû-
ïóêëûì, åñëè êàæäûé åãî óãîë íå áîëüøå 180◦.

Ðèñ. 8:

Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà òî÷åê S íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøàÿ ïî
âêëþ÷åíèþ âûïóêëàÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ öåëèêîì ñîäåðæèò S. Âûïóêëóþ îáî-
ëî÷êó ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëîæèì íà ïëîñêîñòü íèòî÷êó,
êîòîðàÿ îáõâàòèò âñå íàøè òî÷êè, à çàòåì íàòÿíåì å¼. Ôèãóðà, îõâà÷åííàÿ
åé, è áóäåò âûïóêëîé îáîëî÷êîé. Åñëè òî÷åê êîíå÷íîå ÷èñëî, òî èõ âûïóê-
ëàÿ îáîëî÷êà � ýòî âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â íåêîòîðûõ èç
ýòèõ òî÷åê. Åñëè ýòî êðóã è òî÷êà âíå ýòîãî êðóãà, òî âûïóêëîé îáîëî÷êîé
ÿâëÿåòñÿ ôèãóðà, èçîáðàæ¼ííàÿ íà Ðèñ. 8.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà âûïóêëûõ ôèãóð:

• Ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ôèãóð ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôèãóðîé.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âçÿòü òî÷êè A è B âíóòðè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ âûïóêëûõ ôèãóð, òî îòðåçîê
AB ëåæèò è â ïåðâîé ôèãóðå, è âî âòîðîé ôèãóðå, ñëåäîâàòåëüíî, ëåæèò â èõ ïåðåñå÷åíèè.

• Â êàæäîé òî÷êå ãðàíèöû âûïóêëîé ôèãóðû F ìîæíî ïðîâåñòè îïîðíóþ ïðÿìóþ.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ãðàíèöû A. Ïðîâåä¼ì èç íå¼ âñåâîçìîæíûå ëó÷è, ïðîõîäÿùèå ÷å-
ðåç îòëè÷íûå îò A òî÷êè ôèãóðû. Â ñèëó âûïóêëîñòè ýòè ëó÷è çàïîëíÿò ïîëóïëîñêîñòü èëè óãîë,
ìåíüøèé 180◦ (ñì. Ðèñ. 9). Â ïåðâîì ñëó÷àå îïîðíîé ïðÿìîé áóäåò îãðàíè÷èâàþùàÿ ïîëóïëîñ-
êîñòü ïðÿìàÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå íàì ïîäîéä¼ò ëþáàÿ ïðÿìàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ âíóòðè óãëà.

Ðèñ. 9:

• ×åðåç êîíöû íàèáîëüøåé õîðäû â íàïðàâëåíèè −→v âûïóêëîé ôèãóðû F ìîæíî ïðîâåñòè ïàðó
ïàðàëëåëüíûõ îïîðíûõ ïðÿìûõ.

Ðàññìîòðèì íàèáîëüøóþ õîðäó AB â íàïðàâëåíèè −→v (åñëè èõ íåñêîëüêî, òî ðàññìîòðèì ëþáóþ
èç íèõ). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ïîñòðîèì óãëû CAE è DBG, â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ
F (ñì. Ðèñ. 10). Äîêàæåì, ÷òî ∠CAB + ∠DBA 6 180◦. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âûáåðåì íà
ãðàíèöå F òàêèå òî÷êè C0 è D0, ÷òî ∠C0AB + ∠D0BA > 180◦. Â ñèëó âûïóêëîñòè, îòðåçêè AC0

è BD0 öåëèêîì ëåæàò âíóòðè ôèãóðû. Ïðîâåä¼ì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ AB è ïåðåñåêàþùóþ
îòðåçêè AC0 è BD0 â òî÷êàõ A′ è B′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëèíà îòðåçêà A′B′ áîëüøå äëèíû
îòðåçêà AB, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó AB.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∠CAB + ∠DBA 6 180◦. Àíàëîãè÷íî ∠EAB + ∠GBA 6 180◦. Òåïåðü ñóùåñòâî-
âàíèå íóæíûõ îïîðíûõ ïðÿìûõ î÷åâèäíî.
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Ðèñ. 10:

Äèàìåòðîì ôèãóðû íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñàìûìè óäàë¼ííûìè òî÷êàìè ôèãóðû.
Ðàññìîòðèì òî÷êè A è B ôèãóðû, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî äèàìåòðó. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç ýòè
òî÷êè ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå AB. Åñëè ýòè ïðÿìûå íå ÿâëÿþòñÿ îïîðíûìè, òî ìîæíî âûáðàòü
îòðåçîê âíóòðè ôèãóðû, äëèíà êîòîðîãî áîëüøå AB, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó âûáîðó. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ÷åðåç êîíöû äèàìåòðà ìîæíî ïðîâåñòè îïîðíûå ïðÿìûå, ïåðïåíäèêóëÿðíûå äèàìåòðó. Ïîýòîìó
øèðèíà ïî íàïðàâëåíèþ ìåíÿåòñÿ â ïðîìåæóòêå îò øèðèíû ôèãóðû äî äèàìåòðà ôèãóðû.

3 Òåîðåìà Áàíãà-Òàðñêîãî3

Âåðí¼ìñÿ ê ïîêðûòèþ ôèãóð ïîëîñàìè. Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè êðóã ïîêðûò ïîëîñàìè, òî ñóììàðíàÿ
øèðèíà ïîëîñ íå ìåíüøå äèàìåòðà êðóãà. ×òî áóäåò â ñëó÷àå, åñëè ó íàñ êàêàÿ-òî äðóãàÿ ôèãóðà? Êàê
â ýòîì ñëó÷àå íóæíî çàêëàäûâàòü äûðêó? Èíòóèòèâíî õî÷åòñÿ ñêàçàòü, ÷òî íàø àëãîðèòì ñèëüíî íå
ïîìåíÿåòñÿ: íàõîäèì íàïðàâëåíèå, âäîëü êîòîðîãî ôèãóðà ñàìàÿ ¾óçêàÿ¿, ò.å. íàïðàâëåíèå, íà êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ øèðèíà, è êëàä¼ì äîùå÷êè ïîäðÿä. Â 1932 ã. À. Òàðñêèé âûñêàçàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó,
êîòîðóþ â 1950 ã. äîêàçàë äàòñêèé ìàòåìàòèê Ò. Áàíã:

Ðèñ. 11:

Ãèïîòåçà Òàðñêîãî. Åñëè âûïóêëàÿ ôèãóðà ïîêðûòà ïîëîñàìè, òî
ñóììàðíàÿ øèðèíà ïîëîñ íå ìåíüøå øèðèíû ôèãóðû.

Ìîæíî ïîíèìàòü óñëîâèå ãèïîòåçû òàê: åñëè äûðêà ïîêðûòà íåñêîëü-
êèìè äîùå÷êàìè ñóììàðíîé øèðèíû 1, òî âñþ äûðêó ìîæíî ïîêðûòü
îäíîé äîùå÷êîé øèðèíû 1. Èíûìè ñëîâàìè, ãèïîòåçà Òàðñêîãî ãîâîðèò,
÷òî íè÷åãî ëó÷øå, ÷åì êëàñòü äîùå÷êè ¾âñòûê¿, ìû íå ïðèäóìàåì. Ìû
ìîæåì ïðèäóìàòü íå õóæå, íî ëó÷øå � íå ìîæåì. Íàïðèìåð, ïðàâèëü-
íûé òðåóãîëüíèê ìîæíî çàêðûòü òðåìÿ äîùå÷êàìè òàê, êàê èçîáðàæåíî
íà Ðèñ. 11. ßñíî, ÷òî èõ ñóììàðíàÿ øèðèíà ðàâíà øèðèíå òðåóãîëüíèêà.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî áåç óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ôèãóðû ãè-
ïîòåçà Òàðñêîãî íåâåðíà.

Â ïîïûòêå äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Òàðñêîãî õî÷åòñÿ ïîïðîáîâàòü
ïðèäóìàòü äëÿ âûïóêëîé ôèãóðû ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ âåä¼ò ñåáÿ òàêæå, êàê ñôåðà äëÿ êðóãà, ò.å.
ëþáîé ñëîé ôèêñèðîâàííîé øèðèíû âûñåêàåò íà ïîâåðõíîñòè êóñîê ôèêñèðîâàííîé ïëîùàäè. Îäíàêî,
òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ êðóãà (ñì. [16]).

Ïîïðîáóåì äîêàçàòü ãèïîòåçó Òàðñêîãî äëÿ ìàëîãî ÷èñëà ïîëîñ. Äëÿ îäíîé ïîëîñû óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíî. Ïóñòü ôèãóðó F ïîêðûâàþò äâå ïîëîñû. Åñëè îíè ïàðàëëåëüíû, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Èíà÷å ïîëîñû â ïåðåñå÷åíèè îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Âåðøèíû ABCD ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè
èëè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ôèãóðû F . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè A � âíóòðåííÿÿ òî÷êà, òî õîòÿ áû îäíà èç
÷àñòåé óãëà (íà Ðèñ. 12 îòìå÷åíà êðàñíûì) ñîäåðæèò òî÷êè ôèãóðû, ò.å. íå ïîêðûòà ïîëîñàìè.

3Íå ïóòàòü ñ ïàðàäîêñîì Áàíàõà-Òàðñêîãî.
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Ðèñ. 12:

Ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà ïðÿìûå, íå ïåðåñåêàþùèå ôèãóðó F . Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè A � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà F , òî ïîäîéä¼ò îïîðíàÿ ïðÿìàÿ. Åñëè æå A � âíåøíÿÿ òî÷êà F ,
òî ñîåäèíèì îòðåçêîì êàêóþ-íèáóäü òî÷êó ãðàíèöû X ñ âåðøèíîé A òàê, ÷òîáû ýòîò îòðåçîê íå èìåë
áîëüøå îáùèõ òî÷åê ñ F . Òîãäà ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îïîðíîé ïðÿìîé â òî÷êå X, áóäåò èñêîìîé.

Ïðîâåä¼ì â êàæäîé âåðøèíå ïàðàëëåëîãðàììà ïðÿìóþ, íå ïåðåñåêàþùóþ F . Ýòè ïðÿìûå îáðàçóþò
÷åòûð¼õóãîëüíèê PQRS, êîòîðûé öåëèêîì ñîäåðæèò F , ò.å. åãî øèðèíà íå ìåíüøå øèðèíû F . Òåïåðü
îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ñóììà âûñîò ïàðàëëåëîãðàììà íå ìåíüøå øèðèíû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà.

Óïðàæíåíèå. Çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Òàðñêîãî äëÿ äâóõ ïîëîñ.

Íî åñëè ïîëîñ óæå áóäåò òðè, òî ó íàñ âîçíèêíóò ïðîáëåìû. Åñëè ïîëîñ äâå, òî îíè îáÿçàòåëüíî
ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïàðàëëåëîãðàììó. À âîò òðè ïîëîñû ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ïî øåñòèãîëüíèêó, à ìî-
ãóò ïî òðåóãîëüíèêó. Íàì ïðèøëîñü áû ðàññìîòðåòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ. Ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïîëîñ
êîëè÷åñòâî ñëó÷àåâ áóäåò ðàñòè, ïîýòîìó íàì íàäî ïðèäóìàòü ÷òî-òî íîâîå.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Òàðñêîãî â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóþùàÿ. Ðàññóæäàòü îá àáñòðàêòíîé
âûïóêëîé ôèãóðå ñëîæíî � ïðî íå¼ íè÷åãî òîëêîì íåïîíÿòíî, êðîìå âûïóêëîñòè. Ïîýòîìó ïî äàííîé
âûïóêëîé ôèãóðå ìû ñêîíñòðóèðóåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôèãóðó, ïîêàæåì, ÷òî å¼ ìîæíî ïîìåñòèòü â
âûïóêëóþ ôèãóðó, à íàêðûòü ïîëîñàìè � íåëüçÿ.

Ôèãóðà áóäåò ñëåäóþùàÿ. Ïóñòü åñòü íàáîð âåêòîðîâ −→v1 ,−→v2 , . . . ,−→vn. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
O è îòëîæèì îò íå¼ 2n âåêòîðîâ âèäà a1

−→v1 + a2
−→v2 + . . .+ an

−→vn, ãäå êàæäîå ai ∈ {0, 1}. Ñîåäèíèì îòðåç-
êàìè òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â îäíîì êîýôôèöèåíòå.
Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî òî÷åê ñ îòðåçêàìè íàçîâ¼ì îñòîâîì. Íà Ðèñ. 13 èçîáðàæ¼í ïðèìåð îñòîâîâ äëÿ
äâóõ è òð¼õ âåêòîðîâ.

Ðèñ. 13:

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî îñòîâ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè

X, ïðè÷¼ì
−−→
OX =

−→v1
2

+
−→v2
2

+ . . .+
−→vn
2
. Äîêàæèòå, ÷òî îñòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: èç

öåíòðà ñèììåòðèè îñòîâà îòëîæèòü 2n ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âèäà ±
−→v1
2
±
−→v2
2
± . . .± −→vn

2
.

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî òàêèå ìíîæåñòâà âåêòîðîâ −→v1 ,−→v2 , . . . ,−→vn, ÷òî íèêàêèå
èç 2n ïîëó÷èâøèõñÿ òî÷åê íå ñîâïàäàþò, ò.å. íèêàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ b1

−→v1 + b2
−→v2 + . . .+ bn

−→vn íå
ðàâíà 0 ïðè bi ∈ {−1, 0, 1}. Ñîîòâåòñòâóþùèé îñòîâ ìû áóäåì íàçûâàòü íåâûðîæäåííûì îñòîâîì.

Äàâàéòå ðàçáåð¼ìñÿ, ÷òî îñòîâ èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò. Èç ïîñòðîåíèÿ îñòîâà ñëåäóåò, ÷òî èç êàæ-
äîé âåðøèíû îñòîâà âûõîäèò ðîâíî n ð¼áåð, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû |−→v1 |, |−→v2 |, . . . , |−→vn|. Äàëåå äîêàæåì
èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåêòîðîâ, ÷òî ãðàíèöåé îñòîâà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûé 2n-óãîëüíèê (âîçìîæíî, âû-
ðîæäåííûé), ïðè÷¼ì åãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû è ïàðàëëåëüíû. Èç ýòîãî íåñëîæíî âûâåñòè,
÷òî îñòîâ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûì.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ êàæäîé ñòîðîíû âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà íàéä¼òñÿ
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ðàâíàÿ è ïàðàëëåëüíàÿ åé, òî ìíîãîóãîëüíèê èìååò öåíòð ñèììåòðèè.

Çàìåòèì, ÷òî îñòîâ ìîæíî ïîñòðîèòü òàê. Òî÷êó O ïåðåíîñèì íà âåêòîð −→v1 , ïîëó÷åííûé îòðåçîê
ïåðåíåñ¼ì íà âåêòîð −→v2 , ïîëó÷åííûé ïàðàëëåëîãðàìì � íà âåêòîð −→v3 è ò.ä. (ñì. Ðèñ. 14).

Ðèñ. 14:

Äëÿ äâóõ âåêòîðîâ íàøå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ k âåêòîðîâ. Äîáàâèì
(k + 1)-ûé âåêòîð −→v k+1. Âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ.

• Ïóñòü −→v k+1 íå êîëëèíåàðåí íè ñ êàêèì èç −→vi , ãäå i 6 k. Ðàññìîòðèì íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîå −→v k+1, è âûáåðåì â ýòîì íàïðàâëåíèè äâå ñàìûõ êðàéíèõ âåðøèíû A è B ãðàíèöû îñòîâà
(ó êîòîðûõ êîîðäèíàòà ïî ïåðïåíäèêóëÿðíîìó íàïðàâëåíèþ ñàìàÿ áîëüøàÿ è ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ).
Äîêàæåì, ÷òî ýòè âåðøèíû ïðîòèâîïîëîæíû â íàøåì 2k-óãîëüíèêå.

Ðèñ. 15:

Ïðîâåä¼ì ÷åðåç A è B ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå −→v k+1 (ñì. Ðèñ. 15). Îíè íå ïåðåñåêóò íàø ìíîãî-
óãîëüíèê (èíà÷å A è B íå áûëè áû êðàéíèìè). Ïóñòü A è B íå ïðîòèâîïîëîæíû. Îòðàçèì íàøó
êàðòèíêó îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñèììåòðèè ìíîãîóãîëüíèêà. Ïîëó÷èì ÷åòûðå âåðøèíû, ÷åðåç êî-
òîðûå ïðîõîäÿò ÷åòûðå ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, íè îäíà èç êîòîðûõ íå ïåðåñåêàåò ìíîãîóãîëüíèê.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó A è B ïðîòèâîïîëîæíû.

Òåïåðü âåðøèíû ãðàíèöû íîâîãî îñòîâà ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå âåðøèíû ìåæ-
äó A è B ñ îäíîé ñòîðîíû îñòàâëÿåì íà ìåñòå (âêëþ÷àÿ A è B), à ñ äðóãîé ñòîðîíû âñå âåðøèíû
ìåæäó A è B ïåðåíîñèì íà −→v k+1. Òîãäà ñòîðîíû AA′ è BB′ áóäóò ïðîòèâîïîëîæíû (ãäå A′ è B′

òàêèå òî÷êè, ÷òî
−−→
AA′ è

−−→
BB′ ðàâíû −→v k+1), îñòàâøèåñÿ ñòîðîíû òàêæå îñòàíóòñÿ ïðîòèâîïîëîæ-

íûìè, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîä äîêàçàí.

• Ïóñòü −→v k+1 êîëëèíåàðåí ñ êàêèì-òî èç −→vi , ãäå i 6 k. Ðàññìîòðèì ñòîðîíû AB è CD òàêèå, ÷òî

âåêòîðà
−→
AB è

−−→
DC ñîíàïðàâëåíû ñ −→v k+1 (ñì. Ðèñ. 16). ×òî áóäåò ÿâëÿòüñÿ âåðøèíàìè íîâîãî

îñòîâà? Âñå âåðøèíû ìåæäó B è D (âêëþ÷àÿ B è D), à òàêæå ïåðåíîñû âñåõ âåðøèí ìåæäó
B è D íà âåêòîð −→v k+1 (âêëþ÷àÿ ïåðåíîñû B è D). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûé ìíîãîóãîëüíèê
áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ. Ñîáñòâåííî, ìû íå âêëþ÷èëè âåðøèíó C è ïåðåíîñ âåðøèíû A íà
âåêòîð −→v k+1, ÷òîáû ó íàñ îñòàëñÿ ìíîãîóãîëüíèê, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ.
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Ðèñ. 16:

Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Òàðñêîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòå-
çà Òàðñêîãî íåâåðíà. Ïóñòü ôèãóðà F ïîêðûòà ïîëîñàìè S1, S2, . . . , Sn,
ñóììà øèðèí ω1, ω2, . . . , ωn êîòîðûõ ìåíüøå øèðèíû ω ôèãóðû F . Ïî-
ëîñå Si ñîïîñòàâèì âåêòîð −→vi , ïåðïåíäèêóëÿðíûé å¼ ñòîðîíàì (èç äâóõ
âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé âåêòîðà âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå) è ïî äëèíå
áîëüøèé ωi, ïðè÷¼ì äëèíû âåêòîðîâ íåîáõîäèìî âûáðàòü òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ñóììà ýòèõ äëèí áûëà ìåíüøå ω. Òàêæå âûáåðåì äëèíû
òàê, ÷òîáû îñòîâ, ïîñòðîåííûé ïî ýòèì âåêòîðàì, áûë íåâûðîæäåííûì
(íåáîëüøèìè øåâåëåíèÿìè äëèí âåêòîðîâ ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ). Ïî-
ñòðîèì ïî ýòèì âåêòîðàì îñòîâ.

Çà÷åì ìû ñòðîèì òàêóþ ñòðàííóþ ôèãóðó? Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì,
÷òî îñòîâ ìîæíî ïîìåñòèòü âíóòðü èñõîäíîé ôèãóðû. Çàòåì âîçüì¼ì åãî
ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó. Îíà ïîêðûòà êàêîé-òî ïîëîñîé. ×òîáû ãàðàí-
òèðîâàííî èç ýòîé ïîëîñû âûéòè, íàì íóæíî ïåðåìåñòèòüñÿ íà âåêòîð,

ïåðïåíäèêóëÿðíûé ñòîðîíàì ïîëîñû è ïî äëèíå áîëüøèé øèðèíû ïîëîñû. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îñòîâà,
ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïåðåìåñòèâøèñü ïî ðåáðó îñòîâà. Ïóñòü ìû ïîïàëè â íîâóþ ïîëîñó. Âûéäåì èç
íå¼, ïîòîì âûéäåì èç íîâîé ïîëîñû è ò.ä. Õî÷åòñÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî, äåéñòâóÿ òàêèì îáðàçîì, ìû ðàíî
èëè ïîçäíî âûéäåì çà ïðåäåëû ïîëîñ, ò.å. íàéäåì íåïîêðûòóþ ïîëîñàìè âåðøèíó îñòîâà.

Äîêàæåì, ÷òî îñòîâ ìîæíî ïîìåñòèòü â ôèãóðó. Íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ëåììà.Ïóñòü F � âûïóêëàÿ ôèãóðà, ω � å¼ øèðèíà, F ′ � ôèãóðà, ïîëó÷åííàÿ èç F ïàðàëëåëüíûì
ïåðåíîñîì íà âåêòîð −→v . Òîãäà øèðèíà ïåðåñå÷åíèÿ F ∩ F ′ íå ìåíüøå, ÷åì ω − |−→v |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |−→v | < ω, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì íàè-
áîëüøóþ õîðäó AB ôèãóðû F â íàïðàâëåíèè −→v . Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êè A è B îïîðíûå ïðÿìûå m è n.
Ïóñòü ïðÿìàÿ l ïîëó÷àåòñÿ èç ïðÿìîém ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð −→v , C � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ïðÿìûõ l è AB. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, l ïåðåñåêàåòñÿ ñ ôèãóðîé F (ñì. Ðèñ. 17).

Ðèñ. 17:

Ðàññìîòðèì ôèãóðó F̃ , ïîëó÷åííóþ ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå B è êîýôôèöèåíòîì BC
BA

. Î÷å-

âèäíî, ÷òî F̃ ëåæèò âíóòðè F . Çàìåòèì, ÷òî F̃ ìîæíî ïîëó÷èòü èç F ′ ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå
C è òàêèì æå êîýôôèöèåíòîì, ïîýòîìó F̃ ëåæèò è âíóòðè F ′. Ïîëó÷àåì, ÷òî øèðèíà ïåðåñå÷åíèÿ íå
ìåíüøå, ÷åì BC

BA
·ω. Âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî |−→v | = AC, ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ íåðàâåíñòâ.

BC

BA
· ω > ω − |−→v | ⇔ |−→v | > ω · AC

AB
⇔ AC > ω · AC

AB
⇔ AB > ω.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî, ïîñêîëüêó ω � øèðèíà F .

Òåïåðü äîêàçàòü, ïî÷åìó îñòîâ ìîæíî ïîìåñòèòü â ôèãóðó, ñîâñåì ïðîñòî. Ðàññìîòðèì ñäâèã ôè-
ãóðû F íà âåêòîð −→v1 . Ïåðåñå÷åíèå ïîëó÷èâøåéñÿ ôèãóðû ñ F îáîçíà÷èì çà F1. Ïî äîêàçàííîé ëåììå,
øèðèíà F1 íå ìåíüøå, ÷åì ω − |−→v1 |. Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì ñäâèã F1 íà âåêòîð

−→v2 , åãî ïåðåñå÷åíèå ñ
F1 îáîçíà÷èì F2. Òàêèì æå îáðàçîì îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôèãóð F3, . . . , Fn. Ñîãëàñíî ëåììå,
øèðèíà Fn íå ìåíüøå ω−|−→v1 |− |−→v2 |− . . .−|−→vn| > 0, ïîýòîìó Fn íåïóñòà, ò.å. ñóùåñòâóåò òî÷êà O ∈ Fn.4

4Èíòåðåñíî îöåíèòü ïëîùàäü ïîëó÷åííîé ôèãóðû. Ýòèì âîïðîñîì ìû çàéì¼ìñÿ â ðàçäåëå 6.
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Åñëè òåïåðü ïåðåíåñòè òî÷êó O íà âåêòîð −−→vn, òî ïîëó÷åííàÿ òî÷êà O1 áóäåò ëåæàòü â ôèãóðå
Fn−1. Åñëè ïåðåíåñòè îòðåçîê OO1 íà âåêòîð −−→v n−1, òî ïîëó÷åííûé îòðåçîê áóäåò ëåæàòü â Fn−2 è
ò.ä. Â èòîãå ìû ïîëó÷èì îñòîâ, ò.å. îí öåëèêîì ëåæèò â F .

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îñòîâ íåëüçÿ ïîêðûòü ïîëîñàìè. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøèò

Ëåììà Áàíãà. Ïóñòü äàíû âåêòîðà −→v1 ,−→v2 , . . . ,−→vn, ïðè÷åì êàæäîìó −→vi ïîñòàâëåíà â ñîîòâåò-
ñòâèå ïîëîñà Si, ñòîðîíû êîòîðîé ïåðïåíäèêóëÿðíû −→vi , à øèðèíà ìåíüøå |−→vi |. Òîãäà ñèñòåìà ïîëîñ
S1, S2, . . . , Sn íå ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû îñòîâà, ïîñòðîåííîãî ïî âåêòîðàì −→v1 ,−→v2 , . . . ,−→vn.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Áàíãà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå îñòîâà ýòèìè ïîëîñàìè.
Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó îñòîâà X. Ïóñòü îíà ïîêðûòà ïîëîñîé Si (åñëè òàêèõ ïîëîñ íåñêîëü-
êî, âûáåðåì èç íèõ ïðîèçâîëüíóþ). Ðàññìîòðèì ðåáðî îñòîâà, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó −→vi , îäíîé èç
âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êà X. Ïåðåìåñòèìñÿ âî âòîðóþ âåðøèíó ýòîãî ðåáðà. Åñëè ìû îïÿòü
îêàçàëèñü ïîêðûòû êàêîé-òî ïîëîñîé, òî îïÿòü ïåðåìåñòèìñÿ â ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíó. Äîêàæåì,
÷òî ¾óáåãàÿ¿ òàêèì îáðàçîì èç ïîëîñ, ìû íå ñìîæåì âåðíóòüñÿ â èçíà÷àëüíóþ âåðøèíó.

Ðèñ. 18:

Ïóñòü â ïðîöåññå êàêîãî-òî îáõîäà (íå îáÿçàòåëüíî â ïðîöåññå ¾óáåãàíèÿ¿ èç
ïîëîñ) ìû ïåðåøëè èç òî÷êè A â òî÷êó B. Ïóñòü C � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé
AB è îñè ñèììåòðèè l ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëîñû (ñì. Ðèñ. 18). Ðåáðó AB ïðèïè-
øåì ÷èñëî BC2−AC2. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè D íà ïðÿìîé l âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

BD2 − AB2 = (BC2 + CD2)− (AC2 + CD2) = BC2 − AC2.

Åñëè ìû ïðîøëè ïî ðåáðó â ïðîöåññå ¾óáåãàíèÿ¿, òî ðåáðó ïðèïèñàíî ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà A ëåæèò âíóòðè ïîëîñû, à òî÷êà B � ñíàðóæè, ò.å. BC > AC.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ñóììà ÷èñåë äëÿ ð¼áåð ëþáîãî çàìêíóòîãî ìàðøðóòà ðàâíà 0.

Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè îñòîâà, â íàøåì çàìêíóòîì ìàðøðóòå äëÿ ëþáîé ñòîðîíû åñòü ðàâíàÿ è
ïàðàëëåëüíàÿ åé (èíà÷å êàêîé-òî âåêòîð âûðàæàëñÿ áû ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ). Ðàññìîò-
ðèì ìèíèìàëüíûé âîçìîæíûé çàìêíóòûé ìàðøðóò � ïàðàëëåëîãðàìì ABCD (ñì. Ðèñ. 19). Ïóñòü
îñè ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëîñ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X. Òîãäà ð¼áðàì AB, BC, CD, DA ñî-
ïîñòàâëåíû ÷èñëà BX2 − AX2, CX2 −BX2, DX2 − CX2, AX2 −DX2. Èõ ñóììà ðàâíà 0.

Ðèñ. 19:

Åñëè æå ïàðàëëåëîãðàìì âûðîæäåííûé, òî îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, íà êîòîðîé ëåæàò
âñå òî÷êè, ñ îñüþ ïåðâîé ïîëîñû çà X, à ñ îñüþ âòîðîé ïîëîñû � çà Y . Ð¼áðàì AB, BC, CD, DA
ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëà BX2−AX2, CY 2−BY 2, DX2−CX2, AY 2−DY 2. Ñëîæèâ èõ è âîñïîëüçîâàâøèñü
ðàâåíñòâîì AB = CD, ïîëó÷èì

(BX2 − AX2) + (CY 2 −BY 2) + (DX2 − CX2) + (AY 2 −DY 2) =

= AB(BX − AX) + CD(CY −DY )− CD(DX + CX) + AB(AY +BY ) =

= AB(BX +BY ) + AB(AY + CY )− AB(AX + CX)− AB(DX +DY ) =

= AB(XY + AC − AC −XY ) = 0.5

5Êîíå÷íî, íàøå ðàññóæäåíèå çàâèñèò îò ïîðÿäêà òî÷åê íà ïðÿìîé. Íî ýòî ëåãêî ëå÷èòñÿ ââåäåíèåì êîîðäèíàò, ÷òî
ìû ïðåäîñòàâëÿåì ñäåëàòü ÷èòàòåëþ.
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Ðèñ. 20:

Ïóñòü ñòîðîíå â ïðîöåññå êàêîãî-íèáóäü îáõîäà ïðèïèñàíî
÷èñëî. Åñëè ñòîðîíó â ïðîöåññå êàêîãî-íèáóäü äðóãîãî îáõîäà
ïðîéòè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, òî ïðèïèñàííîå åé ÷èñëî ïîìå-
íÿåò ñâîé çíàê. Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ìàðøðóò ñîñòîèò
áîëåå ÷åì èç ÷åòûð¼õ ð¼áåð, òî ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè ñîñåäíèå
ñòîðîíû, íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì ñóììû âñåõ ïðèïèñàííûõ ð¼áðàì
÷èñåë îáõîäà (êàê íà Ðèñ. 20). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåê-

òîð èç îáõîäà è âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé åìó. Ïåðåñòàíîâêàìè ñîñåäíèõ ñòîðîí ïîñòàâèì èõ ðÿäîì,
ò.å. ïîñòàâèì èõ òàê, ÷òîáû îíè èìåëè îáùóþ âåðøèíó. Ïîñêîëüêó èç êàæäîé òî÷êè îñòîâà èñõîäèò
ðîâíî îäíî ðåáðî, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà äëèíå êîíêðåòíîãî âåêòîðà, ïî êîòîðûì îñòîâ ïîñòðîåí, òî
ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðàì îòðåçêè ñîâïàäàþò, ïîýòîìó èì ñîîòâåòñòâóþò ïðîòèâîïîëîæíûå ÷èñëà.
Ïîñòàâèì òàêèì îáðàçîì ðÿäîì âñå ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ âåêòîðîâ. Ïîñêîëüêó îíè ïðîòèâîïîëîæ-
íî íàïðàâëåíû, òî ñóììà ïðèïèñàííûõ ÷èñåë áóäåò ðàâíà 0.

Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå ¾óáåãàíèÿ¿ ð¼áðàì ïðèïèñûâàþòñÿ òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òî âåð-
íóòüñÿ â âåðøèíó, â êîòîðîé ìû óæå áûëè, ìû íå ñìîæåì. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàêîé-òî ìîìåíò ìû
îêàæåìñÿ â âåðøèíå, êîòîðóþ íå ïîêðûâàåò íè îäíà ïîëîñà.

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè îòâåòèòü íà âîïðîñ, çàäàííûé â ïåðâîì ðàçäåëå, à èìåííî, ïî÷åìó â ñëó÷àå
êðóãà êîíñòàíòà íå ìåíüøå π.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå ¾Åñëè ñóììàðíàÿ øèðèíà ìíîæåñòâà ïîëîñ íà
ïëîñêîñòè íå ìåíüøå λ, òî åäèíè÷íûé êðóã ìîæíî ïîêðûòü ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè ýòèõ ïîëîñ¿
íåâåðíî, åñëè λ < π. (Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê,
âïèñàííûé â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, ïåðèìåòð êîòîðîãî çàêëþ÷¼í ìåæäó 2π − ε è 2π.)

4 Ãèïîòåçû Áàíãà è Äýâåíïîðòà

Îòíîñèòåëüíîé øèðèíîé ïîëîñû íàçîâ¼ì îòíîøåíèå øèðèíû ýòîé ïîëîñû ê øèðèíå ôèãóðû â íà-
ïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïîëîñå. Â 1951 ãîäó Ò.Áàíã âûñêàçàë ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó (ñì. [10]):

Ãèïîòåçà Áàíãà. Åñëè âûïóêëàÿ ôèãóðà ïîêðûòà íåñêîëüêèìè ïîëîñàìè, òî ñóììà èõ îòíîñè-
òåëüíûõ øèðèí íå ìåíüøå 1.

Èç ýòîé ãèïîòåçû ñëåäóåò ãèïîòåçà Òàðñêîãî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì íàïðàâëåíèå, øèðèíà
âäîëü êîòîðîãî ðàâíà øèðèíå ôèãóðû. Äëÿ êàæäîé ïîëîñû ïîêðûòèÿ S ðàññìîòðèì ïîëîñó S ′, ñòîðî-
íû êîòîðîé ïåðïåíäèêóëÿðíû ýòîìó íàïðàâëåíèþ, à îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà òàêàÿ æå. Ïîíÿòíî, ÷òî
îáû÷íàÿ øèðèíà ïîëîñû S ′ íå áîëüøå øèðèíû ïîëîñû S. Ïîñêîëüêó ñóììà îòíîñèòåëüíûõ øèðèí õîòÿ
áû 1, òî ñóììà øèðèí íîâûõ ïîëîñ íå ìåíüøå øèðèíû ôèãóðû, ÷òî è ãëàñèò ãèïîòåçà Òàðñêîãî.

Ðèñ. 21:

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Áàíãà-Òàðñêîãî,
íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ äâóõ ïîëîñ. Êàê è ðàíüøå, ðàññìîòðèì
ïàðàëëåëîãðàìì, îáðàçîâàííûé ïåðåñå÷åíèåì ïîëîñ (åñëè
ïîëîñû ïàðàëëåëüíû, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî), è ïðîâå-
ä¼ì îïîðíûå ïðÿìûå â åãî âåðøèíàõ. Ïîëó÷èì ÷åòûð¼õ-
óãîëüíèê ABCD, öåëèêîì ñîäåðæàùèé íàøó ôèãóðó (ñì.
Ðèñ. 21). Ïóñòü øèðèíû ïîëîñ Sa è Sb ðàâíû a è b, øè-
ðèíà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà â ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ
ðàâíà ωa è ωb ñîîòâåòñòâåííî.

Îáîçíà÷èì α = a
ωa
, β = b

ωb
, ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàì-

ìà ïåðåñå÷åíèÿ ïîëîñ îáîçíà÷èì ÷åðåç S. Ðàññìîòðèì äâà
òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàì A è C, êîòîðûå ïîêðûâàåò ïîëî-
ñà Sb, íî íå ïîêðûâàåò ïîëîñà Sa. Ðàñïèñàâ ïëîùàäè ýòèõ
òðåóãîëüíèêîâ è ïàðàëëåëîãðàììà ÷åðåç âûñîòû è îñíî-
âàíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî îòíîøåíèå ñóììàðíîé ïëîùàäè ýòèõ

òðåóãîëüíèêîâ ê ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíî ωa−a
2a

= 1
2α
− 1

2
. Àíàëîãè÷íî îòíîøåíèå ñóììàðíîé

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè B è D ê ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíî 1
2β
− 1

2
.
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Ðèñ. 22:

Ðàññìîòðèì îáðàçû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïðè ãîìî-
òåòèÿõ îòíîñèòåëüíî òî÷åê A è C ñ êîýôôèöèåíòîì 1 − α.
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ÷àñòè ýòèõ îáðàçîâ, ëåæàùèå âíóòðè
òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè A è C, ïðè ñîâìåùåíèè äàäóò
â òî÷íîñòè ÷åòûð¼õóãîëüíèê, ãîìîòåòè÷íûé ABCD ñ êîýô-
ôèöèåíòîì 1 − α (ñì. Ðèñ. 22). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóì-
ìàðíàÿ ïëîùàäü ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå ïëîùàäè
ABCD, óìíîæåííîé íà (1− α)2. Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

(
1

2α
− 1

2

)
> (1− α)2

(
1

2α
+

1

2β

)
⇔ 1− α

α
> (1− α)2

(
1

α
+

1

β

)
⇔ β

α
> (1− α)

(
1 +

β

α

)
⇔ α + β > 1.

Èòàê, ìû äîêàçàëè ãèïîòåçó Áàíãà äëÿ äâóõ ïîëîñ. Â 1991 ãîäó Ê.Áîëë [9] äîêàçàë ãèïîòåçó äëÿ
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûõ òåë. Íà äàííûé ìîìåíò ýòî ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì ïðîäâèæåíèåì. Îäíàêî, ýòî
äîêàçàòåëüñòâî íåýëåìåíòàðíî, ïîýòîìó ìû åãî íå ïðèâîäèì. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïîëîñ ãè-
ïîòåçà Áàíãà äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíà. Îêàçàëîñü, ÷òî ãèïîòåçà Áàíãà ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåé ãèïîòåçå,
âîçíèêøåé èç çàäà÷ äèîôàíòîâûõ ïðèáëèæåíèé:

Ãèïîòåçà Äýâåíïîðòà. Âûïóêëàÿ ôèãóðà F ðàçðåçàíà n ïðÿìûìè íà ÷àñòè. Ôèãóðà F ′ ïîëó÷åíà
èç ôèãóðû F ãîìîòåòèåé ñ êîýôôèöèåíòîì 1

n+1
. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ôèãóðû F ′

òàêîé, ÷òî îí ñîäåðæèòñÿ â ôèãóðå F è íå ïåðåñåêàåò íè îäíîé èç ïðÿìûõ.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà B ãèïîòåçû Áàíãà è Äýâåíïîðòà ðàâíîñèëüíû.6 Äëÿ åäèíè÷-
íîãî êðóãà ãèïîòåçà Áàíãà ðàâíîñèëüíà òåîðåìå Áàíãà-Òàðñêîãî, ïîñêîëüêó øèðèíà êðóãà â êàæäîì
íàïðàâëåíèè îäèíàêîâà.

Ðèñ. 23:

Ïóñòü âåðíà ãèïîòåçà Áàíãà. Ðàññìîòðèì êîíöåíòðè÷åñêèé ñ B êðóã B′

ðàäèóñà n
n+1

. Äëÿ êàæäîé ïðÿìîé l, ðàçðåçàþùåé íàø êðóã, ðàññìîòðèì ïîëî-

ñó øèðèíû 2
n+1

, ñòîðîíû êîòîðîé ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî l (ñì. Ðèñ. 23).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàéä¼òñÿ òî÷êà â B′, íå ïîïàâøàÿ âíóòðü íè îäíîé èç ïî-
ñòðîåííûõ ïîëîñ, òî êðóã ðàäèóñà 1

n+1
ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå áóäåò ëåæàòü

âíóòðè èñõîäíîãî êðóãà B è íå áóäåò ïåðåñåêàòü ñåêóùèå ïðÿìûå (íî, âîç-
ìîæíî, áóäåò êàñàòüñÿ). Ñóììàðíàÿ øèðèíà ïîëîñ ðàâíà 2n

n+1
, ò.å. äèàìåòðó

B′. Ïîýòîìó åñëè ïîëîñû íå ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó, òî ïî òåîðåìå Áàíãà-
Òàðñêîãî íàéä¼òñÿ íåïîêðûòàÿ òî÷êà. Åñëè æå ïîëîñû ïàðàëëåëüíû äðóã
äðóãó, òî ãèïîòåçà Äýâåíïîðòà, î÷åâèäíî, âåðíà: åñëè åäèíè÷íóþ îêðóæ-
íîñòü ïåðåñå÷ü n ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, òî øèðèíà õîòÿ áû îäíîé ÷àñòè

áóäåò íå ìåíüøå 2
n+1

, ò.å. â íå¼ ìîæíî áóäåò âïèñàòü êðóã ðàäèóñà 1
n+1

.
Îáðàòíî, ïóñòü âåðíà ãèïîòåçà Äýâåíïîðòà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãèïîòåçà Áàíãà íåâåðíà (ìû çíàåì,

÷òî äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà ãèïîòåçà Áàíãà âåðíà, íî äàâàéòå ïðî ýòî ïîêà çàáóäåì), ò.å. íàì óäàëîñü
ïîêðûòü åäèíè÷íûé êðóã ïîëîñàìè, ñóììà îòíîñèòåëüíûõ øèðèí êîòîðûõ ìåíüøå 1 (ñîîòâåòñòâåííî,
ñóììà îáû÷íûõ øèðèí ìåíüøå 2). Óâåëè÷èì øèðèíó êàæäîé ïîëîñû òàê, ÷òîáû îíà ñòàëà ðàöèî-
íàëüíîé, íî ïðè ýòîì ñóììà øèðèí ïî-ïðåæíåìó áûëà áû ìåíüøå 2 (î÷åâèäíî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü) è
âûðàæàëàñü íåñîêðàòèìîé äðîáüþ, ÷èñëèòåëü êîòîðîé õîòÿ áû íà 2 áîëüøå çíàìåíàòåëÿ. Ïóñòü øèðè-
íû ïîëîñ ðàâíû p1

q1
, p2
q2
, . . . , pn

qn
. Òåïåðü ðàçîáüåì êàæäóþ ïîëîñó íà ìåíüøèå ïîëîñû øèðèíû 1

N
êàæäàÿ,

ãäå N = q1q2 . . . qn. Ñëîæèì äðîáè (ïîëó÷èì ñóììàðíóþ øèðèíó ïîëó÷èâøèõñÿ ïîëîñ) è ïðèâåä¼ì èõ
ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

p1
q1

+
p2
q2

+ . . .+
pn
qn

=
p1q2 . . . qn + q1p2q3 . . . qn + . . .+ q1 . . . qn−1pn

q1q2 . . . qn
=

k

N
.

×èñëèòåëü ýòîé äðîáè ðàâåí êîëè÷åñòâó ïîëîñ íîâîãî ðàçáèåíèÿ. Âûáîð øèðèí ãàðàíòèðóåò íàì, ÷òî
k < N − 1. Ðàññìîòðèì îñü ñèììåòðèè êàæäîé èç ïîëîñ, äëÿ ýòèõ ïðÿìûõ ïðèìåíèì ãèïîòåçó Äýâåí-
ïîðòà. Ïîëó÷èì, ÷òî åñòü êðóã ðàäèóñà 1

k+1
, öåëèêîì ëåæàùèé âíóòðè B è íå ïåðåñåêàþùèé íè îäíó

èç ïðÿìûõ. Ïîñêîëüêó k + 1 < N , òî öåíòð êðóãà óäàë¼í îò êàæäîé ïðÿìîé íà ðàññòîÿíèå, áîëüøåå
÷åì 1

N
. Ïîëó÷àåì, ÷òî åãî öåíòð íå ïîêðûò ïîëîñàìè, ïðîòèâîðå÷èå.

6Äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî óòâåðæäåíèÿ î ðàâíîñèëüíîñòè èñïîëüçóåò òó æå èäåþ, ñì. [8]
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5 Ïîêðûòèÿ â íåñêîëüêî ñëî¼â

Ðèñ. 24:

Ïóñòü äîùå÷êè ó íàñ òîíêèå. Â ýòîì ñëó÷àå õî÷åòñÿ çàäåëàòü íàøó äûðó â
íåñêîëüêî ñëî¼â, ÷òîáû îíè íå ñëîìàëèñü ïîä íàøèì âåñîì. Åñëè äûðêà êðóã-
ëàÿ, òî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Áàíãà-Òàðñêîãî äëÿ
êðóãà äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà. Åñëè åäèíè÷íûé êðóã ïîêðûò íåñêîëüêèìè ïîëîñàìè â k ñëî¼â,
òî ñóììà øèðèí ïîëîñ íå ìåíüøå ÷åì 2k.

Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò ãèïîòåçà: åñëè âûïóêëàÿ ôèãóðà øèðèíû ω ïîêðû-
òà â k ñëî¼â, òî ñóììà øèðèí ýòèõ ïîëîñ íå ìåíüøå kω. Îäíàêî, ýòî óòâåðæäå-
íèå íåâåðíî, íàïðèìåð, íà Ðèñ. 24 ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ïîêðûò òðåìÿ
ïîëîñàìè, øèðèíà êîòîðûõ â 2 ðàçà ìåíüøå âûñîòû òðåóãîëüíèêà.

Ðàçóìíî çàäàòü òàêîé âîïðîñ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ck(F ) íàèáîëüøåå ïîëîæèòåëüíîå c òàêîå, ÷òî åñëè
âûïóêëàÿ ôèãóðà F ïîêðûòà íåñêîëüêèìè ïîëîñàìè â k ñëî¼â, òî ñóììà øèðèí ïîëîñ íå ìåíüøå ckω.

Óïðàæíåíèå. Íàéäèòå c2(F ), åñëè F � êâàäðàò.

Óïðàæíåíèå. Íàéäèòå ck(F ) äëÿ k > 2 è íåêîòîðîé âûïóêëîé ôèãóðû F íà âàø âûáîð, îòëè÷íîé
îò êðóãà è êðóãà è êâàäðàòà.

6 ×àñòè÷íûå ïîêðûòèÿ

Ïóñòü òåïåðü äîùå÷åê íåäîñòàòî÷íî. Íî ìû âñ¼ ðàâíî õîòèì ïîêðûòü äûðêó òàê, ÷òîáû íå ïðîâàëèòüñÿ
â íå¼, ò.å. ÷òîáû ñàìîé ¾äûðêè¿ îñòàëîñü êàê ìîæíî ìåíüøå. Íà ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê íàøå æåëàíèå
ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ñóììàðíàÿ øèðèíà ïîëîñ ìåíüøå øèðèíû ôèãóðû.
Êàêàÿ íàèìåíüøàÿ ïëîùàäü ôèãóðû ìîæåò îñòàòüñÿ íåïîêðûòîé? Êîíå÷íî, îòâåò çàâèñèò îò ôèãóðû.

Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Áàíãà-Òàðñêîãî. Íàêðîåì ôèãóðó F øèðèíû ω ïîëîñàìè
S1, . . . , Sn ñóììàðíîé øèðèíû ω0 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî ïîñòðî-
åííûé ïî ýòèì ïîëîñàì îñòîâ ìîæíî ðàçìåñòèòü â ôèãóðå, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ
ôèãóð F0 = F, F1, . . . , Fn, ãäå Fi � ýòî ïåðåñå÷åíèå Fi−1 ñî ñäâèãîì Fi−1 íà âåêòîð

−→vi � âåêòîð, ïåðïåíäè-
êóëÿðíûé ñòîðîíàì ïîëîñû Si è ïî äëèíå ðàâíûé øèðèíå Si (â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Áàíãà-Òàðñêîãî
äëèíà âåêòîðà −→vi áûëà ÷óòü áîëüøå øèðèíû Si). Øèðèíà Fn íå ìåíüøå ω − ω0.

Ëåììà. Ïëîùàäü íåïîêðûòîé ÷àñòè ôèãóðû F íå ìåíüøå, ÷åì ïëîùàäü Fn.

Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà ëåììû, îãðàíè÷èâøèñü ëèøü îñíîâíîé èäååé.
Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ïîëîñó, îíà ðàçáèâàåò F íà äâå ÷àñòè. Ñäâèíåì îäíó èç ýòèõ ÷àñòåé íà âåêòîð −→v1 ,
¾ñõëîïíóâ¿ ïîëîñó S1. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî F1 ìîæíî öåëèêîì ïîìåñòèòü â ïîëó÷åííóþ ôèãóðó.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ¾ñõëîïíóâ¿ ïîëîñû S2, . . . , Sn, ìû ïîëó÷èì ôèãóðó F ′. Ôèãóðó Fn ìîæíî öåëèêîì
ïîìåñòèòü â F ′. Íî F ′ ñîñòîèò èç íåïîêðûòûõ ïîëîñàìè S1, . . . , Sn ÷àñòåé èñõîäíîé ôèãóðû F , ïîýòîìó
ïëîùàäü íåïîêðûòîé ÷àñòè F íå ìåíüøå ïëîùàäè Fn.

Ðèñ. 25:

Ëåììà ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ïëîùàäü íåïîêðûòîé ÷àñòè. Íàïðèìåð, åñëè
F � òðåóãîëüíèê, òî è Fn � òàêæå òðåóãîëüíèê, ãîìîòåòè÷íûé èñõîäíîìó.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè íàøà èñõîäíàÿ ôèãóðà � ýòî òðåóãîëüíèê ABC,
ïðè÷¼ì âûñîòà èç âåðøèíû A íàèìåíüøàÿ, òî ïîëîñû îïòèìàëüíî ñîâìå-
ñòèòü òàê, ÷òîáû îáðàçîâàëàñü îäíà ïîëîñà øèðèíû ω0, îäíà èç ñòîðîí êî-
òîðîé äîëæíà ñîâïàñòü ñ ïðÿìîé BC (ñì. Ðèñ. 25).

Äåéñòâèòåëüíî, ïëîùàäü íåïîêðûòîé ÷àñòè íå ìåíüøå ïëîùàäè òðåóãîëü-
íèêà ñ øèðèíîé ω−ω0, à èìåííî òàêîé òðåóãîëüíèê è îñòà¼òñÿ íåïîêðûòûì
â íàøåì ïîñòðîåíèè. Îòìåòèì, ÷òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è äðóãèå ïîêðûòèÿ,

äàþùèå òàêóþ æå íåïîêðûòóþ ïëîùàäü.
Ïî÷òè äëÿ âñåõ ôèãóð, îòëè÷íûõ îò òðåóãîëüíèêà, òî÷íàÿ îöåíêà íåèçâåñòíà. Íåèçâåñòíà îíà äàæå

äëÿ êðóãà. Äîâîëüíî åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàèáîëüøàÿ ïëîùàäü êðóãà ïîêðîåòñÿ, åñëè ïî-
ëîñû ïîëîæèòü ïàðàëëåëüíî ¾âñòûê¿ è èõ îáúåäèíåíèå ïîëîæèòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî öåíòðà
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êðóãà. Îäíàêî, ýòî íåðåø¼ííàÿ çàäà÷à. Èíòåðåñíî, ÷òî äëÿ øàðà ýòà çàäà÷à ðåøåíà, òàì ïîäîáíîå
ðàñïîëîæåíèå äåéñòâèòåëüíî îïòèìàëüíî:

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíû åäèíè÷íûé øàð Ω è íåñêîëüêî ñëî¼â S1, . . . , Sn, ñóììàðíàÿ øèðèíà êîòî-
ðûõ ìåíüøå 2. Òîãäà, ÷òîáû ïîêðûòü ñëîÿìè íàèáîëüøèé îáú¼ì øàðà, íåîáõîäèìî îáúåäèíèòü èõ
â îäíó ïîëîñó S, øèðèíà êîòîðîé ðàâíà ñóììàðíîé øèðèíå ïîëîñ, è ðàñïîëîæèòü S ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî öåíòðà øàðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îñíîâàíî íà äâóõ ôàêòàõ. Ñ ïåðâûì èç íèõ ìû óæå âñòðå-
÷àëèñü: ïëîùàäü ñôåðè÷åñêîãî êîëå÷êà, êîòîðîå âûñåêàåò ñëîé øèðèíû ω íà ñôåðå äèàìåòðà d, ðàâíà
πωd. Âòîðîé âñïîìîãàòåëüíûé ôàêò � ýòî

Ïðèíöèï Êàâàëüåðè. Ïóñòü äàíû äâà òåëà A è B è ïðîèçâîëüíàÿ ïëîñêîñòü α. Åñëè âñÿêàÿ
ïëîñêîñòü β, ïàðàëëåëüíàÿ α, âûñåêàåò â A è B ôèãóðû aβ è bβ òàêèå, ÷òî ïëîùàäü aβ íå ïðåâîñõîäèò
ïëîùàäè bβ, òî îáú¼ì òåëà A íå ïðåâîñõîäèò îáú¼ìà òåëà B.

Ïðèíöèï Êàâàëüåðè âîçíèêàåò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïðîâåä¼ì ïëîñêîñòè α1, . . . , αn, ïàðàë-
ëåëüíûå α, íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè ε äðóã îò äðóãà. Òåëà A è B îêàæóòñÿ ðàçðåçàííûìè íà ¾ëîìòèêè¿
òîëùèíû ε. Îáú¼ì ¾ëîìòèêà¿ ìåæäó ïëîñêîñòÿìè αi è αi+1 âíóòðè òåëà A ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí ïðî-
èçâåäåíèþ ïëîùàäè ôèãóðû aαi

è ε � òîëùèíû ñëîÿ. Ïîñêîëüêó ïëîùàäü aαi
íå ïðåâîñõîäèò ïëîùàäè

bαi
, òî îáú¼ì ¾ëîìòèêà¿ òåëà A íå ïðåâîñõîäèò îáúåìà ñîîòâåòñòâóþùåãî ¾ëîìòèêà¿ òåëà B. Ñóììèðóÿ

îáú¼ìû âñåõ ëîìòèêîâ, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî íà îáú¼ìû A è B.
Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ðàññìîòðèì ñôåðó Ωt ðàäèóñà t, êîíöåíòðè÷åñêóþ ñ Ω. Ïëî-

ùàäü, êîòîðóþ âûñåêàþò ïîëîñû S1, . . . , Sn íà Ωt, íå ïðåâîñõîäèò ïëîùàäè, êîòîðóþ âûñåêàåò íà Ωt

ïîëîñà S (ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî êîëå÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîñàì S1, . . . , Sn, ìîãóò ïåðåñåêàòü-
ñÿ). Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü âèäîèçìåí¼ííûì ïðèíöèïîì Êàâàëüåðè: âìåñòî ïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ
ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòè, ðàññìîòðèì ñôåðû {Ωt, 0 6 t 6 1}, êîíöåíòðè÷åñêèå èñõîäíîé ñôåðå Ω.
Ïîíÿòíî, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü ïðèíöèïà îò òàêîé çàìåíû íå èçìåíèòñÿ. Ïëîùàäü, âûñåêàåìàÿ ñôåðîé
Ωt íà òåëå Ω ∩ S, íå ìåíüøå ïëîùàäè, âûñåêàåìîé Ωt íà òåëå Ω ∩ (S1 ∪ . . . ∪ Sn), îòêóäà èç âèäîèçìå-
í¼ííîãî ïðèíöèïà Êàâàëüåðè ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî íà îáú¼ìû. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî åñëè
ïîëîñû S1, . . . , Sn ðàñïîëîæåíû íå òàê, êàê â óñëîâèè òåîðåìû, òî äëÿ êàêèõ-òî ñôåð èç ìíîæåñòâà
{Ωt, 0 6 t 6 1} âûñåêàåìàÿ ïëîùàäü áóäåò ñòðîãî ìåíüøå, çíà÷èò è îáú¼ì áóäåò ñòðîãî ìåíüøå.

Êàêóþ îöåíêó ìû ìîæåì äàòü â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ïðî ôîðìó ôèãóðû íè÷åãî íåèçâåñòíî? Ïëî-
ùàäü íåïîêðûòîé ÷àñòè ýòîé ôèãóðû íå ìåíüøå ïëîùàäè ôèãóðû øèðèíû ω − ω0, ãäå ω � øèðèíà
ïîêðûâàåìîé ôèãóðû, ω0 � ñóììà øèðèí ïîëîñ. Òî åñòü ìû õîòèì ïîíÿòü, êàêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïëî-
ùàäü ìîæåò áûòü ó ôèãóðû çàäàííîé øèðèíû. Çäåñü íàì ïîìîæåò

Òåîðåìà Ïàëà. Ïóñòü ω � øèðèíà, à S � ïëîùàäü âûïóêëîé ôèãóðû F . Òîãäà S > ω2/
√

3, ïðè÷¼ì
ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ èçó÷èòü íîâûé îáúåêò � âïèñàííóþ îêðóæ-
íîñòü. Äëÿ âûïóêëîé ôèãóðû F âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ íàçîâ¼ì îêðóæíîñòü íàèáîëüøåãî ðàäèóñà,
êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ âíóòðè F . Îïóñòèì âîïðîñ, ïî÷åìó ýòà îêðóæíîñòü ñóùåñòâóåò. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âïèñàííîé îêðóæíîñòè:

1. Ó âñÿêîé âûïóêëîé ôèãóðû åñòü ëèáî îäíà âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü, ëèáî èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Ïóñòü åñòü äâå òàêèõ îêðóæíîñòè. Ïðîâåä¼ì îòðåçêè èõ îáùèõ âíåøíèõ êàñàòåëüíûõ, çàêëþ÷åí-
íûå ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ (ñì. Ðèñ. 26).

Ðèñ. 26:

Ôèãóðà, ïîëó÷åííàÿ îáúåäèíåíèåì îêðóæíîñòåé è ýòèõ îòðåçêîâ, ëåæèò öåëèêîì âíóòðè F â
ñèëó âûïóêëîñòè. Ïîýòîìó åñëè ïàðàëëåëüíî ñäâèíóòü îäíó îêðóæíîñòü â íàïðàâëåíèè äðóãîé,
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òî îáðàç òàêæå áóäåò ëåæàòü âíóòðè F . Èòîãî ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü îäíà,
ëèáî èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî, ïðè÷¼ì â ýòîì ñëó÷àå îíè âñå êàñàþòñÿ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîëèíåéíûõ
êóñêîâ ãðàíèöû F .

2. Ñðåäè òî÷åê êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ ãðàíèöåé ôèãóðû åñòü ëèáî äâå äèàìåòðàëü-
íî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êè, ëèáî òðè òî÷êè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè îñòðîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà.

Åñëè ó îêðóæíîñòè íåò îáùèõ òî÷åê ñ ãðàíèöåé, òî íåìíîãî ðàçäóâ å¼ (íå ìåíÿÿ öåíòðà), ïîëó-
÷èì îêðóæíîñòü áîëüøåãî ðàäèóñà, òàêæå ëåæàùóþ âíóòðè íàøåé ôèãóðû. Åñëè ó îêðóæíîñòè
îäíà îáùàÿ òî÷êà A ñ ãðàíèöåé, òî ñäâèíåì îêðóæíîñòü ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé OA (ãäå O � öåíòð
îêðóæíîñòè) òàê, ÷òîáû ó ñäâèãà îáùèõ òî÷åê ñ ãðàíèöåé íå áûëî. Ïîëó÷åííóþ îêðóæíîñòü
òàêæå ìîæíî óâåëè÷èòü. Åñëè îêðóæíîñòü èìååò äâå èëè áîëåå îáùèõ òî÷åê ñ ãðàíèöåé, ïðè-
÷¼ì ñóùåñòâóåò äóãà AB, áîëüøàÿ 180◦ è íå ñîäåðæàùàÿ äðóãèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê, òî ñäâèíåì
íàøó îêðóæíîñòü â íàïðàâëåíèè ïåðïåíäèêóëÿðà ê AB, ïîñëå ÷åãî å¼ îïÿòü ìîæíî óâåëè÷èòü.
Èëëþñòðàöèþ ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ ñì. íà Ðèñ. 27.

Ðèñ. 27:

3. Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íóþ òî÷êó, â êîòîðîé âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ôèãóðû F . Òîãäà â
ýòîé òî÷êå êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ïðÿìîé äëÿ F .

Ðàññìîòðèì îïîðíóþ ïðÿìóþ â òî÷êå êàñàíèÿ. Îíà ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé è äëÿ îêðóæíîñòè, îäíàêî
åäèíñòâåííàÿ îïîðíàÿ ïðÿìàÿ ê îêðóæíîñòè � ýòî êàñàòåëüíàÿ.

4. Ïóñòü ω � øèðèíà âûïóêëîé ôèãóðû, r � ðàäèóñ âïèñàííîé â íå¼ îêðóæíîñòè. Òîãäà ω
3
6 r 6 ω

2
.

(Íèæíþþ îöåíêó îáû÷íî íàçûâàþò òåîðåìîé Áëÿøêå.)

Ðèñ. 28:

Âåðõíÿÿ îöåíêà î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî, âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ïîìåùàåòñÿ â ïîëîñó øèðèíû
ω, ïîýòîìó å¼ äèàìåòð íå áîëüøå ω. Äîêàæåì òåïåðü íèæíþþ îöåíêó. Åñëè âïèñàííàÿ îêðóæ-
íîñòü êàñàåòñÿ ôèãóðû â äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ (ñì. Ðèñ. 28), òî ôèãóðà
ïîìåùàåòñÿ â ïîëîñó, ãðàíèöû êîòîðîé � ýòî êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå ðàäèóñ îêðóæíîñòè áóäåò ðàâåí â òî÷íîñòè ω

2
.
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Ïóñòü îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ãðàíèöû â òð¼õ òî÷êàõ A, B è C. Ïðîâåä¼ì â ýòèõ òî÷êàõ êàñà-
òåëüíûå, ïîëó÷èì òðåóãîëüíèê A′B′C ′, âíóòðè êîòîðîãî ðàñïîëàãàåòñÿ íàøà ôèãóðà. Îáîçíà÷èì
ñòîðîíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà ÷åðåç a, b, c. Ïóñòü a � äëèíà íàèáîëüøåé ñòîðîíû, òîãäà øèðè-
íà òðåóãîëüíèêà ðàâíà äëèíå âûñîòû ha, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû A. Çàïèñàâ ïëîùàäü äâóìÿ
ñïîñîáàìè, ïîëó÷èì

1

2
(a+ b+ c) · r =

1

2
aha ⇔ ha = (1 +

b

a
+
c

a
) · r 6 3r.

Ïîñêîëüêó øèðèíà òðåóãîëüíèêà ðàâíà íàèìåíüøåé âûñîòå, òî ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî åñëè èñõîäíàÿ ôèãóðà � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïàëà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ω = 1. Åñëè
âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ôèãóðû â äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ, òî r = 1

2
. Íî

ïëîùàäü âñåé ôèãóðû íå ìåíüøå ïëîùàäè âïèñàííîãî êðóãà, ò.å. íå ìåíüøå π
4
> 1√

3
. Ê ñîæàëåíèþ,

åñëè òî÷åê êàñàíèÿ òðè, òî îöåíêà ïëîùàäè ôèãóðû ÷åðåç ïëîùàäü âïèñàííîãî êðóãà áóäåò ñëèøêîì
ñëàáîé: ïëîùàäü âïèñàííîãî êðóãà áóäåò íå ìåíüøå π

9
, ÷òî ìåíüøå íóæíîé íàì âåëè÷èíû 1√

3
.

Ðèñ. 29:

Åñëè îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ãðàíèöû â òð¼õ òî÷êàõ A,
B, C, òî òàêæå êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà 4 ðàñ-
ñìîòðèì òðåóãîëüíèê A′B′C ′. Ïîñêîëüêó ïîëîñà, ïàðàë-
ëåëüíàÿ êàñàòåëüíîé â òî÷êå A è ñîäåðæàùàÿ ôèãóðó F ,
èìååò øèðèíó íå ìåíüøå 1, òî íà ó÷àñòêå ãðàíèöû ìåæäó
òî÷êàìè B è C åñòü òî÷êà A1, ðàñïîëîæåííàÿ íà ðàññòî-
ÿíèè 1 − r îò öåíòðà îêðóæíîñòè (ñì. Ðèñ. 29). Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ðàññìîòðåòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû è
ïðÿìîé OA (O � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè), òî ðàñ-
ñòîÿíèå îò íå¼ äî öåíòðà íå ìåíüøå 1− r, à äëÿ òî÷êè B
ðàññòîÿíèå ðàâíî r, ÷òî íå áîëüøå 1−r. Îòñþäà èç ñîîáðà-
æåíèé íåïðåðûâíîñòè ïîëó÷àåì ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè A1.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êè B1 è C1. Ïîñêîëüêó F âû-
ïóêëàÿ, îíà ñîäåðæèò âûïóêëóþ îáîëî÷êó S òî÷åê A1, B1,
C1 è âïèñàííîé îêðóæíîñòè. ×òîáû ïîñòðîèòü S, íóæíî

ïðîâåñòè èç òî÷åê A1, B1, C1 êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè.
Äàëüøå ìîæíî äåéñòâîâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïëîùàäü S êàê ôóíêöèþ îò

ðàäèóñà, âçÿòü ïðîèçâîäíóþ è ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè r = 1
3
. Íî ìû äîêàæåì òåîðåìó

èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ.
Ôèãóðà S ñîñòîèò èç êðóãà è òð¼õ ¾øàïî÷åê¿. Ïëîùàäü ¾øàïî÷åê¿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ

îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî âåðøèíû ¾øàïî÷êè¿, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óãëû ìåæäó OA1, OB1 è
OC1 ðàâíû 120◦.

Ðèñ. 30:
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Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê PQR øèðèíû 1 è íàëîæèì íà íåãî S òàê, ÷òîáû öåíòð S
ñîâïàë ñ öåíòðîì òðåóãîëüíèêà, à òî÷êè A1, B1, C1 ïîïàëè íà ñîîòâåòñòâóþùèå âûñîòû (ñì. Ðèñ. 30).
Ïîêàæåì, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà PQR ìåíüøå ïëîùàäè S. Ïóñòü M � ñåðåäèíà PQ, N � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé OM ñ ãðàíèöåé S, L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèöû S ñî ñòîðîíîé PQ, áëèæàéøàÿ
ê òî÷êå P . Ïîêàæåì, ÷òî òðåóãîëüíèê PLA1 ìîæíî ðàçìåñòèòü â êðèâîëèíåéíîì òðåóãîëüíèêå MNL.
Ïîñêîëüêó ÷àñòü òðåóãîëüíèêà PQR, íå ïîïàâøàÿ â S ñîñòîèò èç øåñòè òàêèõ òðåóãîëüíèêîâ, òî ýòîò
ôàêò çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïàëà. Ïóñòü ïðÿìàÿ PA1 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ QR â òî÷êå X,
à ôèãóðó S âòîðè÷íî â òî÷êå Y . Ïîñêîëüêó A1Y > PX = 1, òî PA1 < XY = MN . Ïðîâåä¼ì èç
òî÷êè M îòðåçîê MK, ðàâíûé è ïàðàëëåëüíûé îòðåçêó PA1. Ïîñêîëüêó PA1 < MN , òî K ïîïàä¼ò
âíóòðü êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêàMNL. Ïóñòü îòðåçêè A1K è PM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Òîãäà
òðåóãîëüíèêè MKD è PA1D ðàâíû, ïîñêîëüêó MKPA1 � ïàðàëëåëîãðàìì. Íî òðåóãîëüíèê PA1L
ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà PA1D, ò.å. åãî ìîæíî ðàçìåñòèòü âíóòðè òðåóãîëüíèêà MKD, êîòîðûé,
â ñâîþ î÷åðåäü, ëåæèò âíóòðè êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà MNL, ÷òî ìû è õîòåëè.

Çàìå÷àíèå. Â ïðîñòðàíñòâå òî÷íàÿ îöåíêà îáú¼ìà ôèãóðû ÷åðåç å¼ øèðèíó íåèçâåñòíà. Èçâåñò-
íî, ÷òî îáú¼ì ôèãóðû øèðèíû ω íå ìåíüøå 2

9
ω3 (ñì. [12]), ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé

èçâåñòíîé íà äàííûé ìîìåíò îöåíêîé.

7 Çàäà÷à Êàêåÿ

Ðèñ. 31:

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà Ïàëà ñâÿçàíà ñ èíòåðåñíûì âîïðîñîì, çàäàííûì â 1917 ãî-
äó ÿïîíñêèì ìàòåìàòèêîì Êàêåÿ: êàêîâà íàèìåíüøàÿ ïëîùàäü ôèãóðû, âíóò-
ðè êîòîðîé ìîæíî ðàçâåðíóòü íà 360◦ èãîëêó åäèíè÷íîé äëèíû? ßñíî, ÷òî
èãîëêà äîëæíà ïîìåùàòüñÿ â ôèãóðå â êàæäîì íàïðàâëåíèè, ïîýòîìó øèðèíà
ôèãóðû äîëæíà áûòü íå ìåíüøå 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ôèãóðà âûïóêëàÿ, òî
îòâåò íà çàäà÷ó äà¼ò òåîðåìà Ïàëà � íàèìåíüøåé ïëîùàäüþ îáëàäàåò ðàâ-
íîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê øèðèíû 1. Ñîáñòâåííî, Ïàë ðåøàë èìåííî çàäà÷ó
Êàêåÿ. Áåç óñëîâèÿ âûïóêëîñòè îòâåò íà âîïðîñ Êàêåÿ âåñüìà íåîæèäàííûé.
Ñàì Êàêåÿ ïðåäïîëîæèë, ÷òî îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ äåëüòîèäà � ôèãóðà, ãðàíè-
öó êîòîðîé ðèñóåò òî÷êà îêðóæíîñòè äèàìåòðà 1

2
, êàòÿùàÿñÿ ïî îêðóæíîñòè

äèàìåòðà 3
2
(ñì. Ðèñ. 31). Ïëîùàäü ýòîé ôèãóðû ðàâíà π

8
.

Îäíàêî, îêàçàëîñü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôèãóðà ñêîëü óãîäíî ìàëåíüêîé
ïëîùàäè. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Ðàçîáü¼ì ñòîðîíó BC íà n ðàâíûõ ÷àñòåé
òî÷êàìè A1, A2, . . . , An−1. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî n, ÷òî ìîæíî ñäâèíóòü ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé
BC òðåóãîëüíèêè âèäà AAiAi+1 (ñ÷èòàåì, ÷òî A0 = B, An = C) òàê, ÷òîáû ïëîùàäü ôèãóðû, ïîëó÷åí-
íîé îáúåäèíåíèåì ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, áûëà ñêîëü óãîäíî ìàëà. Ðàçäåëèì âûñîòó òðåóãîëüíèêà ABC,
îïóùåííóþ èç âåðøèíû A, íà m+2 ðàâíûõ ÷àñòè. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðÿìûå l0, l1, . . . , lm,
ïàðàëëåëüíûå BC (l0 � ñàìàÿ áëèçêàÿ ê âåðøèíå A ïðÿìàÿ, à lm � ñàìàÿ áëèçêàÿ ê BC ïðÿìàÿ).
×åðåç lm+1 îáîçíà÷èì BC (ñì. Ðèñ. 32).

Ðèñ. 32:
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Äëÿ íà÷àëà ïîéì¼ì, â ÷¼ì ñîñòîèò èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Êàæäûé òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ ïðÿìû-
ìè l0, . . . , lm+1 íà òðåóãîëüíèê è íåñêîëüêî òðàïåöèé. Ïóñòü ai � ñóììà äëèí îòðåçêîâ íà ïðÿìîé li.
Åñëè ìû ñäâèãàìè òðåóãîëüíèêîâ äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òî ai <

ε
h
, ãäå h � âûñîòà òðåóãîëüíèêà, òî îáùàÿ

ïëîùàäü íîâîé ôèãóðû áóäåò íå áîëüøå ε. Äåéñòâèòåëüíî, ïëîùàäü ýòîé ôèãóðû ìîæíî ïîñ÷èòàòü
cëåäóþùèì îáðàçîì:

a0h

2(m+ 2)
+

(a0 + a1)h

2(m+ 1)
+ . . .+

(am + am+1)h

2(m+ 1)
6

(a0 + . . .+ am+1)h

(m+ 1)
< ε.

Ïîëîæèì n = 2m. Ðàçîáü¼ì 2m òðåóãîëüíèêîâ íà 2m−1 ïàð: ABA1 è AA1A2, AA3A4 è AA5A6, . . . ,
AA2m−3A2m−2 è AA2m−1C. Ñäâèíåì òðåóãîëüíèêè òàê, ÷òîáû â ïàðàõ îíè ïåðåñåêàëèñü ïî îòðåçêàì,
âûñåêàåìûì èìè íà ïðÿìîé l1. Çàòåì ðàçîáü¼ì íà ïàðû ïîëó÷åííûå 2m−1 ïàð. Ñäâèíåì ýòè ïàðû
òðåóãîëüíèêîâ òàê, ÷òîáû îíè ïåðåñåêàëèñü ïî îòðåçêàì, âûñåêàåìûõ èìè íà ïðÿìîé l2. Äàëåå áóäåì
ïðîäåëûâàòü òó æå ñàìóþ îïåðàöèþ äëÿ ïðÿìûõ l3, . . . , lm (ñì. Ðèñ. 33). Äîêàæåì, ÷òî ìû âñåãäà ýòî
ñìîæåì ñäåëàòü è ïîñ÷èòàåì ñóììàðíóþ äëèíó îòðåçêîâ íà íàøèõ ïðÿìûõ.

Ðèñ. 33:

Èçíà÷àëüíî äëèíà îòðåçêîâ íà l1, êîòîðûå âûñåêàåò êàæäûé èç òðåóãîëüíèêîâ, ðàâíà
2

m+2
· a
2m
, ãäå

a � äëèíà ñòîðîíû BC. Ïîñëå ñäâèãîâ êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ íà ïðÿìîé l1 óìåíüøèòñÿ â 2 ðàçà, ïîýòîìó
ñóììàðíàÿ äëèíà áóäåò ðàâíà a

m+2
. Ïðè äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñóììàðíàÿ äëèíà îòðåçêîâ íå

óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîýòîìó â èòîãå îíà íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü a
m+2

.

Ïîñìîòðèì íà îòðåçêè íà ïðÿìîé l2. Èçíà÷àëüíî èõ 2m, äëèíà êàæäîãî èç íèõ ðàâíà 3
m+2
· a

2m
.

Ïîñìîòðèì íà òðåóãîëüíèêè ABA1 è AA1A2. Îòðåçêè, âûñå÷åííûå èìè íà l2, îáðàçóþò îòðåçîê äëè-
íû 6

m+2
· a
2m
. Ïîñëå ïåðâîãî ñäâèãà åãî äëèíà óìåíüøèòñÿ íà äëèíó ñäâèãà, ò.å. íà 2

m+2
· a
2m
, ïîýòîìó

áóäåò ðàâíà 4
m+2
· a
2m
. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé äðóãîé ïàðû òðåóãîëüíèêîâ äëèíà îòðåçêà áóäåò òàêîé

æå. Ïîñëå âòîðîãî ñäâèãà îòðåçêîâ áóäåò 2m−2, ïîýòîìó èõ ñóììàðíàÿ äëèíà áóäåò ðàâíà a
m+1

. Ïðè
äàëüíåéøèõ ñäâèãàõ ñóììàðíàÿ äëèíà íå óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîýòîìó â èòîãå îíà íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü
a

m+2
.

Ïîñìîòðèì íà îòðåçêè íà ïðÿìîé l3. Èçíà÷àëüíî èõ 2m, äëèíà êàæäîãî èç íèõ ðàâíà 4
m+2
· a
2m
. Ïîñëå

ïåðâîãî ñäâèãà îòðåçêîâ ñòàíåò 2m−1, äëèíà êàæäîãî áóäåò ðàâíà

2 · 4

m+ 2
· a

2m
− 2

m+ 2
· a

2m
=

6

m+ 2
· a

2m
.

Ðàññìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïîñëå âòîðîãî ñäâèãà. Ïîñêîëüêó ïåðâàÿ ÷åòâ¼ðêà òðåóãîëüíèêîâ è âòîðàÿ
÷åòâ¼ðêà òðåóãîëüíèêîâ ñîäåðæàò ñîñåäíèå òðåóãîëüíèêè, òî ñîâìåùåíèå ÷åòâ¼ðîê ìîæíî ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà äâà ñîñåäíèõ òðåóãîëüíèêà ñîâìåùàþòñÿ ïî ðàâíîé ñòîðîíå, ïîñëå
÷åãî îíè ñäâèãàþòñÿ íà íóæíóþ äëèíó. Ïîýòîìó ïîñëå âòîðîãî ñäâèãà ÷èñëî îòðåçêîâ áóäåò 2m−2, à èõ
äëèíà áóäåò ðàâíà

2 · 6

m+ 2
· a

2m
− 4

m+ 2
· a

2m
=

8

m+ 2
· a

2m
.

Ïîñëå òðåòüåãî ñäâèãà ÷èñëî îòðåçêîâ ñòàíåò ðàâíî 2m−3, ïîýòîìó ñóììàðíàÿ äëèíà áóäåò ðàâíà a
m+2

.
Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñóììà îòðåçêîâ íà êàæäîé ïðÿìîé íå áîëüøå a

m+2
.

Ïðèâåä¼ì ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà.
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Èíäóêöèåé ïî i ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k íà k-îé ïðÿìîé ïîñëå i ñäâèãîâ (i 6 k) áóäåò 2m−i

îòðåçêîâ, ñóììàðíàÿ äëèíà êîòîðûõ áóäåò ðàâíà 2i(k−i+1)
m+2

· a
2m
. Áàçà äëÿ i = 1. Ïîñëå ïåðâîãî ñäâèãà íà

lk áóäåò 2m−1 îòðåçîê, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ áóäåò ðàâíà

2 · k + 1

m+ 2
· a

2m
− 2

m+ 2
· a

2m
=

2k

m+ 2
· a

2m
.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ ÷èñåë ìåíüøèõ i, äîêàæåì äëÿ i. Ïîñëå i ñäâèãîâ íà ïðÿìîé li áóäóò
ðàñïîëîæåíû îòðåçêè äëèíû 2i

m+2
· a
2m
, íà ýòó âåëè÷èíó áóäåò ïðîèñõîäèòü i-ûé ñäâèã. Ïîñìîòðèì íà

ïðÿìóþ lk. Ïåðåä i-ûì ñäâèãîì íà íåé ðàñïîëîæåíû 2k−i−1 îòðåçêîâ, äëèíà êàæäîãî èõ êîòîðûõ ðàâíà
2i−1(k−i+2)

m+2
· a
2m
. Ïîñëå i-îãî ñäâèãà íà íåé áóäåò 2m−i îòðåçêîâ, äëèíà êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà

2 · 2i−1(k − i+ 2)

m+ 2
· a

2m
− 2i

m+ 2
· a

2m
=

2i(k − i+ 1)

m+ 2
· a

2m
,

÷òî äîêàçûâàåò ïåðåõîä èíäóêöèè.
Ïîñëå k ñäâèãîâ íà lk ñóììàðíàÿ äëèíà îòðåçêîâ áóäåò ðàâíà

2m−k · 2k

m+ 2
· a

2m
=

a

m+ 2
,

÷òî ìû è õîòåëè äîêàçàòü.
Ïîñ÷èòàåì òåïåðü îáùóþ ïëîùàäü ôèãóðû. Îíà íå ïðåâîñõîäèò

1

2
· a

m+ 2
· h

m+ 2
+

1

2
· 2a

m+ 2
· h

m+ 2
+ . . .+

1

2
· 2a

m+ 2
· h

m+ 2
<

ah

m+ 2
.

Ïðè áîëüøèõ m ýòó âåëè÷èíó ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëåíüêîé.
Ïóñòü òåïåðü h > 1. Ïîêàæåì, êàê ìîäèôèöèðîâàòü íàøó ôèãóðó, ïîëó÷åííóþ èç òðåóãîëüíèêà

ABC â ðåçóëüòàòå âñåõ ñäâèãîâ, òàê, ÷òîáû âíóòðè íå¼ ìîæíî áûëî ïîâåðíóòü åäèíè÷íóþ èãîëêó èç
ïîëîæåíèÿ íà ñòîðîíå AB äî ïîëîæåíèÿ íà ñòîðîíå AC. Ðàññìîòðèì 2 òðåóãîëüíèêà AX1X2 è A

′X3X4,
êîòîðûå ðàíüøå áûëè ñîñåäíèìè (ò.å. îòðåçîê AX2 ðàâåí è ïàðàëëåëåí îòðåçêó A′X3, îòðåçêè X1X2

è X3X4 òàêæå ïàðàëëåëüíû è ðàâíû). Âíóòðè êàæäîãî èç íèõ èãîëêó ñâîáîäíî ìîæíî âðàùàòü èç
ïîëîæåíèÿ íà îäíîé ñòîðîíå (ñ âåðøèíîé â òî÷êå A èëè A′) äî ïîëîæåíèÿ íà äðóãîé ñòîðîíå (òàêæå ñ
âåðøèíîé â òî÷êå A èëè A′). Ïðîâåä¼ì âíóòðè òðåóãîëüíèêà AX1X2 ïðÿìóþ AY , îáðàçóþùóþ ìàëûé
óãîë ñ ïðÿìîé AX2 (è ñ A′X3 ñîîòâåòñòâåííî). Ïóñòü ïðÿìûå AY è A′X3 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O.
(Íà Ðèñ. 34 òðåóãîëüíèêè èçîáðàæåíû íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ äëÿ óäîáñòâà ÷åðòåæà, íà ñàìîì äåëå îíè
ïåðåñåêàþòñÿ).

Ðèñ. 34:

Ïðîâåä¼ì åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ïóñòü îíà ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AY è A′X3

â òî÷êàõ Z è Z ′ ñîîòâåòñòâåííî. Äîáàâèì ê íàøåé ôèãóðå ñåêòîð OZZ ′. Òåïåðü íàøó èãëó ìîæíî
â òðåóãîëüíèêå AX1X2 ïîâåðíóòü îò ñòîðîíû AX1 äî ïðÿìîé AY , çàòåì ïî ïðÿìîé AY ïåðåíåñòè
äî îòðåçêà OZ, ïîâåðíóòü äî îòðåçêà OZ ′, ïî ïðÿìîé A′X3 ïåðåìåñòèòü â òðåóãîëüíèê A′X3X4, ãäå
ïîâåðíóòü äî îòðåçêà A′X4. Ïîñêîëüêó óãîë ZOZ

′ ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì, òî è ïðèáàâêà
ê ïëîùàäè ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ.
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Ðèñ. 35:

Ñäåëàåì òåïåðü óêàçàííîå ïîñòðîåíèå äëÿ âñåõ ñîñåäíèõ ïàð
òðåóãîëüíèêîâ. Ïîëó÷èì, ÷òî âíóòðè ïîëó÷èâøåéñÿ ôèãóðû ìû
ñìîæåì ïîâåðíóòü èãîëêó îò ïîëîæåíèÿ, ïàðàëëåëüíîãî èçíà÷àëü-
íîé ñòîðîíå AB, äî ïîëîæåíèÿ, ïàðàëëåëüíîãî èçíà÷àëüíîé ñòî-
ðîíå AC. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC, ó êîòîðîãî ðàäèóñ âïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ðàâåí 1. Ïóñòü I � öåíòð åãî âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè. Äëÿ òðåóãîëüíèêîâ AIB, BIC, CIA âûïîëíèì íàøå ïîñòðî-
åíèå. Åñëè òåïåðü ñîåäèíèòü ïîëó÷èâøèåñÿ ôèãóðû (ôèãóðû, ïîëó-
÷åííûå èç òðåóãîëüíèêîâ AIB è BIC ïî ñòîðîíå BI, òðåóãîëüíèêè
BIC è CIA ïî ñòîðîíå CI), òî ïîëó÷èì ôèãóðó, â êîòîðîé ìîæíî
ïîâåðíóòü èãîëêó íà 360◦.

Ôèãóðà, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ïðèìåðå, äîâîëüíî íåêðàñèâàÿ, à ïîñòàíîâêà çàäà÷è òàêîâà, ÷òî
õî÷åòñÿ ïîëó÷èòü êàêóþ-íèáóäü íàãëÿäíóþ ôèãóðó. Â íàøåì ïðèìåðå ó ôèãóðû ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü
áîëüøîé äèàìåòð, îäíàêî ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð ôèãóðû, êîòîðàÿ öåëèêîì ëåæèò â êðóãå ðàäèóñà 1
(ñì. [14]). Ýòî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñäåëàòü, åñëè äîáàâèòü óñëîâèå, ÷òî ôèãóðà äîëæíà áûòü çâ¼çäíîé,
ò.å. âíóòðè ôèãóðû äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òî÷êà, èç êîòîðîé âèäíà ëþáàÿ òî÷êà ãðàíèöû. Äëÿ ýòèõ
ìíîæåñòâ âîïðîñ äî ñèõ ïîð îòêðûò. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü òàêîãî ìíîæåñòâà äîëæíà áûòü íå ìåíü-
øå π

108
(ñì. [14]). Òàêæå èçâåñòåí ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çâ¼çäíûõ ìíîæåñòâ, ïëîùàäè êîòîðûõ

ñòðåìÿòñÿ ê 5−2
√
2

24
π (ñì. [15]).

Ðàññìîòðèì âåðøèíû ïðàâèëüíîãî (2n + 1)-óãîëüíèêà A1, A2, . . . , A2n+1, ðàñïîëîæåííûå â óêàçàí-
íîì ïîðÿäêå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà îêðóæíîñòè ω ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ðàññìîòðèì âåðøèíó A1 è
îòñ÷èòàåì n âåðøèí ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïîëó÷èì âåðøèíó An+1. Ïðîâåä¼ì ê ω êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ
A1 è An+1, ïóñòü îíè ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå X. Ïðîâåä¼ì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå X è ðàäèóñîì
XA1. Ïîäáåð¼ì ðàäèóñ îêðóæíîñòè ω òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âíóòðè êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà
OA1An+1 ìîæíî áûëî áû ïîâåðíóòü èãîëêó èç ïîëîæåíèÿ íà ñòîðîíå OA1 äî ïîëîæåíèÿ íà ñòîðîíå
OAn+1. Äàëåå îò âåðøèíû An+1 ñíîâà îòñ÷èòàåì n âåðøèí, ïîëó÷èì âåðøèíó A2n+1. Äëÿ ýòèõ äâóõ
âåðøèí âûïîëíèì àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèå, ïîëó÷èì êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê OAn+1A2n+1. Äàëåå
¾øàãàÿ¿ ïî n âåðøèí, ïîñòðîèì 2n+ 1 êðèâîëèíåéíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Èõ îáúåäèíåíèå è áóäåò íàøåé
èñêîìîé ôèãóðîé.

Ðèñ. 36:

8 Òåîðåìà Êàäåöà

Â 2003 ãîäó Â.Ì.Êàäåö [17] äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà Êàäåöà. Âûïóêëàÿ ôèãóðà F ïîêðûòà âûïóêëûìè ôèãóðàìè F1, F2, . . . , Fn. Òîãäà ðàäèóñ
âïèñàííîé îêðóæíîñòè F ìåíüøå, ÷åì ñóììà ðàäèóñîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé F1, . . . , Fn.

Óïðàæíåíèå.Äîêàæèòå òåîðåìó Êàäåöà â ñëó÷àå, åñëè F � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, à F1, . . . , Fn
� òðåóãîëüíèêè.

Èç òåîðåìû Êàäåöà âûòåêàåò òåîðåìà Áàíãà-Òàðñêîãî äëÿ êðóãà � â êà÷åñòâå F íóæíî âçÿòü
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åäèíè÷íûé êðóã, à â êà÷åñòâå F1, . . . , Fn � ïîëîñû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êàäåöà. Ïîñêîëüêó âïèñàííûé êðóã F òàêæå ïîêðûò âûïóêëûìè
ôèãóðàìè F1, . . . , Fn, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F � ýòî åäèíè÷íûé êðóã. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O åãî öåíòð.
Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F, F1, . . . , Fn � îòêðûòûå ôèãóðû, ò.å. íå ñîäåðæàò ñâîåé
ãðàíèöû.

Ðèñ. 37:

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ Fi � ýòî òðåóãîëüíèê èëè ïîëîñà. Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðîâåä¼ì êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè Fi ñ ãðàíèöåé
Fi, îíè îáðàçóþò òðåóãîëüíèê èëè ïîëîñó. Ïðè ýòîì îáðàçîâàâøàÿñÿ ôèãóðà ñîäåð-
æèò Fi è èìååò òàêîé æå ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè. ×åðåç Oi îáîçíà÷èì öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè Fi (åñëè Fi � ýòî ïîëîñà, òî âûáåðåì ëþáóþ èç âïèñàííûõ
îêðóæíîñòåé).

Ïóñòü−→r 1
i ,
−→r 2

i ,
−→r 3

i � ýòî âåêòîðà, ñîåäèíÿþùèåOi ñ òî÷êàìè êàñàíèÿ îêðóæíîñòè
ñ ãðàíèöåé (ñì. Ðèñ. 37). Åñëè òî÷åê êàñàíèÿ íå òðè, à äâå, òî âåêòîðîâ áóäåò âñåãî
äâà.

Ðèñ. 38:

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êàæäàÿ Fi ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì (ñëó-
÷àé, êîãäà â ïîêðûòèè ïðèñóòñòâóþò ïîëîñû, àíàëîãè÷åí). Ðàññìîòðèì

3n ñóìì âèäà
n∑
i=1

−→r αi
i , ãäå αi ðàâíî 1, 2 èëè 3. Òî åñòü ýòî ìíîæåñòâî òî-

÷åê óñòðîåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: îò òî÷êè O îòêëàäûâàþòñÿ 3 âåêòîðà
−→r 1

1,
−→r 2

1,
−→r 3

1, çàòåì îò êàæäîé èç òð¼õ ïîëó÷èâøèõñÿ òî÷åê îòêëàäûâà-
þòñÿ âåêòîðà −→r 1

2,
−→r 2

2,
−→r 3

2 è ò.ä. (ñì. Ðèñ. 38). Ïîñêîëüêó ñóììà ðàäèóñîâ
ìåíüøå 1, âñå ïîëó÷åííûå òî÷êè áóäóò ëåæàòü âíóòðè F . Ïîëó÷èâøóþ-
ñÿ êîíôèãóðàöèþ áóäåì íàçûâàòü îñòîâîì. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå òî÷êè ðàçëè÷íû (ò.å. íèêàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ a1

−→r α1
1 + a2

−→r α2
2 + . . . + an

−→r αn
n , ãäå ai ∈ {−1, 0, 1}, íå áóäåò ðàâíà

0), èíà÷å ìîæíî êàæäóþ ôèãóðó ãîìîòåòè÷íî óâåëè÷èòü òàê, ÷òîáû âñå
òî÷êè áûëè ðàçëè÷íû, à ñóììà ðàäèóñîâ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ïî-
ïðåæíåìó áûëà ìåíüøå 1.

Ðèñ. 39:

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó îñòîâà X1 òàêóþ, ÷òî
−−→
OX1 =

n∑
i=1

−→r αi
i . Ïóñòü îíà ïîêðûòà òðåóãîëüíèêîì Fk. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè αk = 1. Ðàññìîòðèì âåðøèíû îñòîâà X2 è X3 òàêèå,
÷òî â èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ âåêòîð −→r 1

k çàìåí¼í íà −→r 2
k è
−→r 3

k

ñîîòâåòñòâåííî. Òàêæå ðàññìîòðèì òî÷êó X, òàêóþ ÷òî
−−→
XX1 =

−→r 1
k. Ïîíÿòíî, ÷òî òðîéêà òî÷åê êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè

ñ ãðàíèöåé Fk ïåðåõîäèò â òî÷êè X1, X2, X3 ïðè ïåðåíîñå íà

âåêòîð
−−→
OkX (ñì. Ðèñ. 39). Ïðè òàêîì ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå õîòÿ

áû îäíà èç òî÷åê êàñàíèÿ ïåðåéä¼ò â òî÷êó âíå Fk. Â ýòó òî÷êó
è ïåðåéä¼ì èç âåðøèíû X1. Äàëåå áóäåì ïðîäåëûâàòü ýòó æå
îïåðàöèþ. Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

f(α1, α2, . . . , αn) =
∑

16i<j6n

(−→r αi
i ,
−→r αj

j

)
−

n∑
i=1

(−→r αi
i ,
−→
OOi

)
.

Äîêàæåì, ÷òî îíà âîçðàñòàåò ïðè íàøèõ ïåðåõîäàõ èç âåðøèíû â âåðøèíó. Èç ýòîãî áóäåò ñëå-
äîâàòü, ÷òî ìû íå ñìîæåì âåðíóòüñÿ â âåðøèíó, â êîòîðîé ìû óæå áûëè. Ðàññìîòðèì îäèí òàêîé
ïåðåõîä. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîð −→r 1

n èçìåíèëñÿ íà −→r 2
n. Âûäåëèì

â f(α1, α2, . . . , αn) ñëàãàåìûå, çàâèñÿùèå îò −→r αn
n :

f(α1, α2, . . . , αn) =
∑

16i<j6n−1

(−→r αi
i ,
−→r αj

j

)
+

n−1∑
i=1

(−→r αi
i ,
−→r αn

n )−
n−1∑
i=1

(−→r αi
i ,
−→
OOi

)
−
(−→r αn

n ,
−−→
OOn

)
.

Åñëè çàïèñàòü ðàçíîñòü f(α1, α2, . . . , αn−1, 2) − f(α1, α2, . . . , αn−1, 1), òî ïåðâàÿ è òðåòüÿ ñóììû ó íèõ
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ñîêðàòÿòñÿ, ïîýòîìó îñòàíåòñÿ

f(α1, α2, . . . , αn−1, 2)− f(α1, α2, . . . , αn−1, 1) =

(
n−1∑
i=1

(−→r αi
i ,
−→r 2

n

)
−

n−1∑
i=1

(−→r αi
i ,
−→r 1

n

))
−

−
((−→r 2

n,
−−→
OOn

)
−
(−→r 1

n,
−−→
OOn

))
=

n−1∑
i=1

(−→r αi
i ,
−→r 2

n −−→r 1
n

)
−
(−→r 2

n −−→r 1
n,
−−→
OOn

)
=

(
n−1∑
i=1

−→r αi
i −
−−→
OOn,

−→r 2
n −−→r 1

n

)
.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê, Fn, èç êîòîðîãî ìû âûøëè, îáîçíà÷èì åãî ABC. Ïóñòü òî÷êè êàñàíèÿ åãî
âïèñàííîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè AB, AC è BC � ýòî òî÷êè C1, B1 è A1 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì−−−→
OnB1 è

−−−→
OnC1 ñîíàïðàâëåíû âåêòîðàì −→r 1

i è
−→r 2

i ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X1 âåðøèíó îñòîâà,
èç êîòîðîé ìû óõîäèëè, à ÷åðåç X2 � âåðøèíó îñòîâà, â êîòîðóþ ìû ïðèøëè. Ïóñòü X òàêàÿ òî÷êà,

÷òî
−−→
OX =

n−1∑
i=1

−→r αi
i . Ïîñêîëüêó

−−→
XX1 =

−−−→
OnB1,

−−→
XX2 =

−−−→
OnC1, òî òðåóãîëüíèêè XX1X2 è OnB1C1 ðàâíû,

ò.å. X1X2 ðàâíî è ïàðàëëåëüíî B1C1 (ñì. Ðèñ. 40).

Ðèñ. 40:

Ïîñêîëüêó
n−1∑
i=1

−→r αi
i −
−−→
OOn =

−−→
OX−

−−→
OOn =

−−→
OnX, −→r 2

n−−→r 1
n =
−−−→
X1X2, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî óãîë

ìåæäó âåêòîðàìè
−−→
OnX è

−−−→
C1B1 îñòðûé. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó On ïðÿìûå lb è lc, ïàðàëëåëüíûå AC è

AB ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó òî÷êà X1 ëåæèò âíóòðè òðåóãîëüíèêà, òî X ëåæèò ñ òîé æå ñòîðîíû
îòíîñèòåëüíî lb, ÷òî è òî÷êà B. Ïîñêîëüêó òî÷êà X2 ëåæèò âíå òðåóãîëüíèêà, òî òî÷êà X ëåæèò ñ òîé
æå ñòîðîíû îòíîñèòåëüíî lc, ÷òî è òî÷êà B. Ïåðåíåñ¼ì âåêòîðû OnX è C1B1 òàê, ÷òîáû èõ íà÷àëî
ñîâïàäàëî ñ òî÷êîé A. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð OnX áóäåò íàïðàâëåí âî âíåøíèé óãîë
A òðåóãîëüíèêà ABC, à âåêòîð C1B1 � âäîëü áèññåêòðèñû ýòîãî æå âíåøíåãî óãëà. Ïîýòîìó óãîë
ìåæäó âåêòîðàìè ìåíüøå, ÷åì óãîë ìåæäó âíåøíåé è âíóòðåííåé áèññåêòðèñîé, êîòîðûé ðàâåí 90◦.

9 Ôèãóðû ñ äûðêàìè

Ðàññìîòðèì òàêîé âîïðîñ. Êàæåòñÿ èíòóèòèâíî î÷åâèäíûì, ÷òî åñëè èç åäèíè÷íîãî êðóãà âûðåçàòü
ìàëåíüêèé êîíöåíòðè÷åñêèé êðóã, òî ïîëó÷åííóþ ôèãóðó íå óäàñòñÿ ïîêðûòü ïîëîñàìè, ñóììàðíàÿ
øèðèíà êîòîðûõ ìåíüøå 1. Îäíàêî, ýòî íåðåø¼ííàÿ çàäà÷à.

Â îáùåé ïîñòàíîâêå âîïðîñ çâó÷èò òàê: äëÿ êàêèõ âûïóêëûõ ôèãóð F ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî
åñëè â F âûðåçàòü äûðêó, ïîëó÷åííóþ èç F ãîìîòåòèåé ñ êîýôôèöèåíòîì ε, òî ó ëþáîãî ïîêðûòèÿ
ïîëó÷åííîé ôèãóðû ïîëîñàìè ñóììà øèðèí ïîëîñ íå ìåíüøå øèðèíû F .

Âñå âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè, äëÿ êîòîðûõ òàêîå ε ñóùåñòâóåò, îïèñàíû â [19]. Òî÷íîå çíà÷åíèå
ε íå èçâåñòíî íè äëÿ êàêîé ôèãóðû. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êâàäðàòà òî÷íîå çíà÷åíèå ε > 1− 1√

2
(ñì. [11]).

Òåîðåìà. Åñëè èç åäèíè÷íîãî êâàäðàòà âûðåçàí êâàäðàò ñî ñòîðîíîé íå áîëüøå, ÷åì 1− 1√
2
, ñòî-

ðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ñòîðîíàì åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, òî ïîëó÷åííóþ ôèãóðó íåëüçÿ ïîêðûòü
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ïîëîñàìè, ñóììàðíàÿ øèðèíà êîòîðûõ ìåíüøå 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì èñõîäíûé êâàäðàò ÷åðåç X, à âûðåçàííûé êâàäðàò ÷åðåç Y . Ðàñ-
ñìîòðèì ïîêðûòèå X\Y ïîëîñàìè S1, S2, . . . , Sn . Ïóñòü èõ ñóììàðíàÿ øèðèíà ìåíüøå 1. Ïîñòðîèì ïî
ïîëîñàì ñîîòâåòñòâóþùèé îñòîâ (äëèíà êàæäîãî âåêòîðà áîëüøå øèðèíû ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëîñû).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí íåâûðîæäåííûé (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ øåâåëåíè-
åì äëèí âåêòîðîâ). Ðàññìîòðèì ãðàíèöó îñòîâà è ïðîâåä¼ì îïîðíûå ïðÿìûå ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà,
ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì êâàäðàòà, ïîëó÷èì ïðÿìîóãîëüíèê PQRS, ñîäåðæàùèé îñòîâ (ñì. Ðèñ. 41).

Ïîñêîëüêó âåêòîð
−→
AC, ñîåäèíÿþùèé äâå âåðøèíû îñòîâà íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ PQ è SR

ñîîòâåòñòâåííî, ðàâåí ñóììå b1
−→v1 + b2

−→v2 + . . .+ bn
−→vn (bi ∈ {−1, 0, 1}), òî |

−→
AC| < 1, òàê êàê ñóììà äëèí

âåêòîðîâ −→v1 ,−→v2 , . . . ,−→vn ìåíüøå 1.

Ðèñ. 41:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà PQRS ìåíüøå 1, ò.å. åãî (à, ñëåäîâàòåëüíî, è îñòîâ)
ìîæíî ïîìåñòèòü â êâàäðàò X. Äîêàæåì, ÷òî äëèíà îäíîé èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà íå ïðåâîñõîäèò
1√
2
. Âûáåðåì âåðøèíû B è D íà äâóõ äðóãèõ ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà, òîãäà ïåðèìåòð ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèêà ABCD íå ïðåâîñõîäèò 2, ïîñêîëüêó ïåðèìåòð ãðàíèöû îñòîâà íå áîëüøå 2. Ïî íåðàâåíñòâó
ìåæäó ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì√

AP 2 +BP 2

2
>
AP +BP

2
⇔
√
AB2

2
>
AP +BP

2
⇔
√

2AB > AP +BP.

Îòñþäà ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà PQRS íå ïðåâîñõîäèò 2
√

2, ò.å. íàéä¼òñÿ ñòîðîíà, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ
2
√
2

4
= 1√

2
. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ýòî ñòîðîíà PS.

Ðàññìîòðèì íîâóþ ïîëîñó Sn+1 øèðèíû 1 − 1√
2
. Ðàçìåñòèì ïðÿìîóãîëüíèê PQRS òàê, ÷òîáû åãî

ëåâûé âåðõíèé óãîë ñîâïàë ñ ëåâûì âåðõíèì óãëîì èñõîäíîãî êâàäðàòàX. Ðàññìîòðèì íîâûé îñòîâ, ïî-
ñòðîåííûé ïî ïîëîñàì S1, S2, . . . , Sn+1. Îí îòëè÷àåòñÿ îò îñòîâà, ïîñòðîåííîãî ïî ïîëîñàì S1, S2, . . . , Sn
äîáàâëåíèåì îäíîé âåðòèêàëüíîé ñòîðîíû äëèíû 1− 1√

2
, ïîýòîìó ýòîò îñòîâ ïîìåùàåòñÿ âíóòðü êâàä-

ðàòà. Ïàðàëëåëüíî ïåðåäâèíåì ïîëîñó Sn+1 òàê, ÷òîáû îíà ïîêðûëà âûðåçàííûé êâàäðàò Y (îñòîâ
ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ). Ïî ëåììå Áàíãà ïîëîñû S1, . . . , Sn+1 íå ïîêðûâàþò âåñü îñòîâ. Íî âûðåçàí-
íûé êâàäðàò Y ïîêðûò, ïîýòîìó íåïîêðûòàÿ âåðøèíà îñòîâà ëåæèò â X\Y , ò.å. X\Y íå ïîêðûòà
ïîëíîñòüþ, ïðîòèâîðå÷èå.
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10 Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñóììà øèðèí äâóõ ïîëîñ ðàâíà 2, òî ëþáîé êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1 ìîæíî
ïîêðûòü ïàðàëëåëüíûìè ñäâèãàìè ýòèõ ïîëîñ. Ìîæíî ëè óìåíüøèòü ÷èñëî 2, ÷òîáû óòâåðæäåíèå
çàäà÷è îñòàëîñü âåðíûì?

2. a) Íàéäèòå øèðèíó ïîëóêðóãà ðàäèóñà 1.
b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè åäèíè÷íûé êðóã ðàçðåçàëè ïðÿìîé íà 2 ÷àñòè, òî ñóììà øèðèí ýòèõ
÷àñòåé ðàâíà 2.

3. Åäèíè÷íûé êâàäðàò ðàçðåçàí íà íåñêîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììàðíàÿ øèðèíà
ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå ìåíüøå 1.

4. Äàí ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê, äëèíà ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíà 1. Äëÿ êàæäîé ïàðû ïàðàëëåëüíûõ
ñòîðîí ðàññìîòðèì ïåðïåíäèêóëÿðíóþ èì ïîëîñó, øèðèíà êîòîðîé ðàâíà 1. Êàêîé íàèáîëüøèé
ïðàâèëüíûé 2n-óãîëüíèê ìîæíî ïîêðûòü ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè ýòèõ ïîëîñ?

5. Äîêàæèòå, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ìåíüøå, ÷åì ïëîùàäü ëþáîé äðóãîé âûïóêëîé ôèãóðû òîé æå
øèðèíû è äèàìåòðà.

6. Â êðóãå ðàäèóñà R ðàñïîëîæåí äðóãîé êðóã ðàäèóñà r. Ñêîëüêî ïðÿìûõ íàäî ïðîâåñòè, ÷òîáû
íàâåðíÿêà ïåðåñå÷ü ìàëåíüêèé êðóã?

7. a) Íà ïëîñêîñòè äàíî íåñêîëüêî âåêòîðîâ, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 0. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî
ñîñòàâèòü åäèíñòâåííûé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê.
b) Äîêàæèòå, ÷òî îñòîâ âåêòîðîâ −→v1 ,−→v2 , . . . ,−→vn ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç âåêòî-
ðîâ ±−→v1 ,±−→v2 , . . . ,±−→vn ñîñòàâèòü âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, äëÿ ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàññìîò-
ðèì âñå åãî ðàçáèåíèÿ íà ïàðàëëåëîãðàììû ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè è ðàâíûìè ñòîðîíàì
ìíîãîóãîëüíèêà, è èçîáðàçèì èõ íà îäíîé êàðòèíêå. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ îñòîâ.

8. Äàí öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûé âûïóêëûé 2n-óãîëüíèê. Äëÿ êàæäîé ïàðû ñèììåòðè÷íûõ ñòîðîí
ðàññìîòðèì ïîëîñó, øèðèíà êîòîðîé ðàâíà äëèíå ñòîðîí, à ñòîðîíû ïåðïåðíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì.
Âñåãäà ëè ìíîãîóãîëüíèê ìîæíî ïîêðûòü ñäâèãàìè ïîëîñ, åñëè a) n = 3; b*) n � ïðîèçâîëüíîå?

9. Äàí îïèñàííûé ìíîãîóãîëüíèê è îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ âñåõ åãî ñòîðîí. Äîêàæèòå, ÷òî
ýòà îêðóæíîñòü � âïèñàííàÿ äëÿ äàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà (ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ).
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