
Задачи к курсу Е. Ю. Смирнова Берендеевы Поляны, 24–25 февраля 2020 г.

1. Введение

Задача 1. Докажите, что 12+. . .+n2 = n(n+1)(2n+1)/6, сложив из нескольких пирамид
из кубиков параллелепипед.

Задача 2. Докажите, что 13 + . . .+ n3 = (1 + . . .+ n)2, пользуясь картинкой ниже.
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Задача 1. Рассмотрим последовательность �уголков�: , , , , , . . . Сколько клеток в k-том

уголке и чему равна суммарная площадь первых k уголков?
Задача 2. а) Чему равно k-е нечётное число и сумма первых k нечётных чисел? б) Чему равно k-е чётное число
и сумма первых k чётных чисел? в) Вычислите сумму 100 последовательных нечётных чисел, начиная с 179.
Задача 3. Числа T1 = 1, T2 = 3, T3 = 6, T4 = 10, . . . греческий математик Диофант называл треугольными:

, , , , . . . Четырёхугольные числа , , , , . . . � это квадраты.
а) Сложите из двух последовательных треугольных чисел квадрат.
б) Что получится при сложении Tn с Tn? в) Выразите Tn через n
(и тем самым получите формулу для суммы 1 + 2 + 3 + · · ·+ n).
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Рис. 1. Пифагорова таблица
умножения чисел от 1 до n

Задача 4. Найдите сумму первой сотни натуральных чисел.
Задача 5. Докажите геометрически: а) Tm+n = Tm + Tn +mn;
б) 1 + 2 + · · ·+ (n� 1) + n+ (n� 1) + · · ·+ 2 + 1 = n2.
Задача 6. (Пифагорова таблица умножения) а) Докажите тождество
mk = km (т. е. докажите, что k + k + . . .+ k| {z }

m

= m+m+ . . .+m| {z }
k

).

б) Каковы размеры и площадь таблицы на рисунке 1?
Задача 7. а) Сколько клеток в k-м, считая от левого верхнего угла пифагоро-
вой таблицы, �толстом� уголке, �вершина� которого � квадрат k ⇥ k клеток, а
стороны составлены из прямоугольников 1 ⇥ k , 2 ⇥ k , . . . , (k � 1) ⇥ k клеток?
б) Найдите сумму 13 + 23 + . . .+ n3.

Рис. 2. Пятиугольные числа.

Задача 8. Сформулируйте и докажите теорему, описывающую явление:
3 + 5 = 23, 7 + 9 + 11 = 33, 13 + 15 + 17 + 19 = 43, . . .
Задача 9. Пятиугольные числа P1 = 1, P2 = 5, P3 = 12, P4 = 22, . . . пока-
заны на рисунке 2. Найдите разность Pk � Pk�1 между последовательными
пятиугольными числами. Выразите Pn через n.
Задача 10. Докажите геометрически, что сумма n-го треугольного и n-го
квадратного числа на n больше, чем n-ое пятиугольное число.

Рис. 3. Пирамида для 12 + 22

Задача 11*. Число k2 можно представлять себе как объём параллелепипеда 1 ⇥ k ⇥ k,
а сумму 12 + 22 + . . .+ n2 � как объём пирамиды, сложенной из таких параллелепипедов.
Будем обозначать эту пирамиду Sq(n) (на рисунке 3 изображена пирамида Sq(2) объёмом
12+22). Сложите из шести пирамид Sq(n) параллелепипед. Каковы его размеры и объём?
Выведите формулу для суммы 12 + 22 + . . .+ n2.

Рис. 4. Интересные пирамиды

Задача 12.
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На рисунке справа изображены несколько пирамид высоты 4,
каждая из них состоит из T1 + T2 + T3 + T4 кубиков. а) Выберите одну из
пирамид на рисунке и нарисуйте ее горизонтальные слои: нижний, второй
снизу, . . . , верхний. б) Нарисуйте передний, второй спереди, . . . , задний
слои выбранной пирамиды; в) Нарисуйте самый левый, второй слева, . . . ,
самый правый слои выбранной пирамиды. г) Сложите из шести пирамид
такого вида параллелепипед. Каковы его размеры?
д) Как сложить параллелепипед из шести пирамид аналогичного вида, но высоты n? Найдите формулу для
суммы треугольных чисел T1 + T2 + · · · + Tn (эта сумма обозначается Пn и называется n-ым пирамидальным
числом). е) Сложите из двух таких пирамид высоты n и высоты n � 1 пирамиду Sq(n) и выведите формулу
для суммы 12 + 22 + . . .+ n2. ж) Докажите геометрически, что
T1 + T2 + · · ·+ Tn = 1 · n+ 2 · (n� 1) + 3 · (n� 2) + · · ·+ (n� 1) · 2 + n · 1.
Задача 13*. Найдите сумму квадратов первых n нечётных чисел.
Задача 14*. Найдите (каким-нибудь способом) формулу для суммы П1+П2+ . . .+Пn.
Задача 15*. На рисунке справа изображена таблица умножения чисел 1, 2, . . . , n на чис-
ла 12, 22, . . . , n2. а) Найдите сумму всех чисел в этой таблице. б) Найдите сумму чи-
сел, стоящих в выделенном уголке (представьте в виде многочлена от k). в) Выведите
формулу для суммы 14 + 24 + . . .+ n4.

Интересно, какие ещё суммы можно найти с помощью геометрических рассуждений?
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Sk(n) := 1k + 2k + . . .+ (n− 1)k.

Задача 3. а) Sk(n) — многочлен от n степени k + 1 со старшим членом
1

k + 1
nk+1.

б) Следующий его член равен
1

2
nk.

S1(n) = (1/2)n2 + (1/2)n

S2(n) = (1/3)n3 + (1/2)n2 + (1/6)n

S3(n) = (1/4)n4 + (1/2)n3 + (1/4)n2 + 0

S4(n) = (1/5)n5 + (1/2)n4 + (1/3)n3 + 0 + (1/30)n

S5(n) = (1/6)n6 + (1/2)n5 + (5/12)n4 + 0 + (1/12)n2 + 0

S6(n) = (1/7)n7 + (1/2)n6 + (1/2)n5 + 0 + (−1/6)n3 + 0 + (1/42)n

S7(n) = . . . + 0 + (−7/24)n4 + 0 + (1/12)n2 + 0

Задача 4. Придумайте формулу для коэффициента при nk−5 в Sk(n) (доказывать ее не
требуется).

2. Формальные степенные ряды

Формальным степенным рядом называется (бесконечная) формальная запись вида a0 + a1x +
a2x

2 + . . . , где ai — числа, а x — формальный символ.

Задача 5. Вычислите (найдите все коэффициенты)
а) (1 + x+ x2 + . . .)n; б) (1 + x)(1 + x2)(1 + x4)(1 + x8) . . . .
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Задача 6. Вычислите а)
1

1− αx
; б)

1

(1− αx)(1− βx)
(при α ∕= β); в)

1

1− x− x2

(двумя способами).

Задача 7. Докажите, что при a0 ∕= 0 ряд a0 + a1x+ . . . обратим.

Формальной экспонентой называется ряд exp(x) := 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xk

k!
+ · · · .

Задача 8. Найдите exp(x d
dx
) (как оператор на многочленах).

Задача 9. Найдите первые несколько коэффициентов ряда td(x) :=
x

exp(x)− 1
(доста-

точно дойти до коэффициента при x3).

3. Числа Бернулли

Рядом Тодда называется формальный степенной ряд

td(x) :=
x

ex − 1
= B0 +B1x+B2

x2

2
+B3

x3

3!
+ . . . ;

коэффициенты Bn называются числами Бернулли.

Задача 10. Запишите рекурренту на числа Бернулли, кодируемую условной записью
«(B + 1)n+1 = Bn+1», и докажите ее.

Указание.
x

ex − 1
· (ex − 1) = x.

Задача 11. Найдите B4 и B6. Запишите получающуюся формулу для суммы 7-х степеней
последовательных натуральных чисел.

Задача 12. Пусть f — многочлен, F — его первообразная (такой многочлен, что F ′ = f).
Тогда f(x) + . . .+ f(x+ n− 1) = td

!
d
dx

"!
F (x+ n)− F (x)

"
.

Задача 13. Чему равна производная многочлена Sk(x)?

Эти задачи можно обсуждать с Борей Бычковым, Севой Вороновым и Алексеем Савватеевым.
Для получения зачета достаточно сдать 10 пунктов задач.

Фамилия, имя:

1 2 3а 3б 4 5а 5б 6а 6б 6в 7 8 9 10 11 12 13
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