
Çèìíÿÿ øêîëà Êîìáèíàòîðèêà è àëãîðèòìû 2020

Ñîâåðøåííûå ãðàôû
22.02.2020-24.02.2020

Çàäà÷à 1. Áàçîâûå îöåíêè

Äîêàæèòå, ÷òî χ(G) > ω(G) è χ(G) > n
α(G)

.
Çàäà÷à 2. d-êðèòè÷åñêèå ãðàôû

à) Â ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò d. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû ìîæíî
ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â d+ 1 öâåò.

á) Â ñâÿçíîì ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò d è åñòü âåðøèíà ñòåïåíè
ìåíüøå, ÷åì d. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â d öâåòîâ.

â) Ãðàô íàçûâàåòñÿ d-êðèòè÷åñêèì, åñëè â ëþáîì åãî ïîäãðàôå åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå
áîëüøå ÷åì d. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé d-êðèòè÷åñêèé ãðàôû ìîæíî ïîêðàñèòü â d+ 1 öâåò.
Çàäà÷à 3. Ïëàíàðíûå ãðàôû

à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçîáðàæåíèÿ ñâÿçíîãî ãðàôà íà ïëîñêîñòè ñ íåïåðåñåêàþ-
ùèìèñÿ ðåáðàìè âåðíà ôîðìóëà Ýéëåðà:v − e+ f = 2. Ãäå v - êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå, e
- êîëè÷åñòâî ðåáðå â ãðàôå, f - êîëè÷åñòâî ãðàíåé íà êàðòèíêå.

á) Ãðàô íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì åñëè åãî ìîæíî íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèÿ
ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ïëàíàðíîì ãðàôå e 6 3n− 6.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ïëàíàðíûé ãðàô ìîæíî ðàñêðàñèòü ïðàâèëüíûì îáðàçîì â 6
öâåòîâ.
Çàäà÷à 4. Ðàçáèåíèå êîìïàíèè

Â êîìïàíèè äëÿ ëþáîé ãðóïïû ëþäåé åñòü ÷åëîâåê èç ýòîé ãðóïïû, êîòîðûé çíàåò âñåõ
îñòàëüíûõ èç ãðóïïû, êðîìå íå áîëåå, ÷åì òðåõ. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàíèþ ìîæíî ðàçáèòü íà 4
ãðóïïû òàê, ÷òî â êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï âñå çíàêîìû äðóã ñ äðóãîì.Çíàêîìñòâî ñèììåòðè÷íî.
Çàäà÷à 5. Õðîì ÷èñëî äîïîëíåíèÿ

Äàí ãðàôå G íà n âåðøèíàõ, G � äîïîëíåíèå ãðàôà G.Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî G, ëèáî G
íåëüçÿ ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü ìåíüøå, ÷åì â

√
n öâåòîâ.

Çàäà÷à 6. Ïðèåìëåìàÿ ðàñêðàñêà

Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ëþáîãî ãðàôà ñ m ðåáðàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü â d-öâåòîâ òàê, ÷òî
îäíîöâåòíûõ ðåáåð áûëî áû íå áîëüøå, ÷åì m

d
.

Çàäà÷à 7. Ãðàô ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðàòîâ

Íàéäèòå d òàêîå, ÷òî ñëåäóþùèå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ d-êðèòè÷åñêèìè:
à) Ãðàô ïåðåñå÷åíèé ðàâíûõ êâàäðàòîâ íà ïëîñêîñòè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íåò òî÷êè íàêðû-

òîé k-êâàäðàòàìè è ñòîðîíû êâàäðàòîâ ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò.
á) Ãðàô ïåðåñå÷åíèé íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûõ êâàäðàòîâ íà ïëîñêîñòè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

íåò òî÷êè íàêðûòîé k-êâàäðàòàìè è ñòîðîíû êâàäðàòîâ ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò.
Çàäà÷à 8. Îïðåäåëåíèÿ ×ÓÌ

Îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, èëè ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì, íà ìíîæåñòâåM íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå îò-
íîøåíèå 6 íà M (îïðåäåëÿåìîå íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëî-
âèÿì:

1) Ðåôëåêñèâíîñòü: ∀a a 6 a;
2) Òðàíçèòèâíîñòü: ∀a, b, c (a 6 b) ∧ (b 6 c)⇒ a 6 c;
3) Àíòèñèììåòðè÷íîñòü: ∀a, b (a 6 b) ∧ (b 6 a)⇒ a = b.
Ýëåìåíòû x è y ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà M íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè åñëè

x 6 y èëè y 6 x.
Öåïüþ â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî M òàêîå, ÷òî

ëþáûå äâà ýëåìåíòà â íåì ñðàâíèìû.



Àíòèöåïüþ â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî M òàêîå,
÷òî ëþáûå äâà ýëåìåíòà â íåì íåñðàâíèìû.
Çàäà÷à 9. Òåîðåìà Ìèðñêîãî.

Òåîðåìà Ìèðñêîãî. Åñëè â êîíå÷íîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå ìàêñèìàëüíàÿ
öåïü èìååò ìîùíîñòüm, òî âñå ìíîæåñòâî ìîæíî íàêðûòü m àíòèöåïÿìè.
Çàäà÷à 10. ×ÓÌ. Îòðåçêè

Íà ïðÿìîé äàíû 50 îòðåçêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñðåäè íèõ íåëüçÿ íàéòè 8 îòðåçêîâ,
êàæäûå äâà èç êîòîðûõèìåþò îáùóþ òî÷êó, òî ñðåäè äàííûõ 50 îòðåçêîâ ìîæíî íàéòè 8
îòðåçêîâ, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå èìåþòîáùåé òî÷êè.
Çàäà÷à 11. ×ÓÌ. ×èñëà

Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç mn + 1 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü
âîçðàñòàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n+ 1 èëè óáûâàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äëèíû m+ 1,
Çàäà÷à 12. ×ÓÌ. äåëèìîñòü

Ñðåäè ÷èñåë îò 1 îò 2n âûáðàëè n + 1 ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî êàêîå-òî âûáðàííîå ÷èñëî
äåëèòñÿ íà äðóãîå âûáðàííîå ÷èñëî.
Çàäà÷à 13. Òåîðåìà Øïåðíåðà

Òåîðåìà Øïåðíåðà.

à) Íåâîçìîæíî âûáðàòü áîëåå
(
n
n/2

)
ïîäìíîæåñòâ â n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå òàê, ÷òîáû

íèîäíî èç íèõ íå ñîäåðæàëî äðóãîãî.
á) Ïóñòü R � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, ïðè÷åì íèêàêèå äâà ýëå-

ìåíòà R íå âëîæåíû äðóã â äðóãà. Ïóñòü rk � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â R, èìåþùèõ ìîùíîñòü

k. Äîêàæèòå, ÷òî
n∑
k=0

rk

(nk)
6 1.

Çàäà÷à 14. Òåîðåìà Äèëóîðñà

Òåîðåìà Äèëóîðñà. Åñëè â êîíå÷íîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå ìàêñèìàëüíàÿ
àíòèöåïü èìååò ìîùíîñòü m, òî âñå ìíîæåñòâî ìîæíî íàêðûòü m öåïÿìè.
Çàäà÷à 15. Òåîðåìà Õîëëà

Ëåììà Õîëëà î ñâàäüáàõ. Ïóñòü åñòü êîìïàíèÿ þíîøåé è äåâóøåê, ïðè÷¼ì íåêîòîðûå
þíîøè çíàêîìû ñ íåêîòîðûìè äåâóøêàìè. Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: ëþ-
áûå m þíîøåé ñóììàðíî çíàêîìû íå ìåíåå ÷åì ñ m äåâóøêàìè (ò.å. êàæäàÿ èç ýòèõ äåâóøåê
èìååò õîòÿ áû îäíîãî çíàêîìîãî ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ m þíîøåé). Òîãäà ìîæíî îðãàíèçî-
âàòü ñâàòîâñòâî òàê, ÷òî êàæäîìó þíîøå äîñòàíåòñÿ ïî íåâåñòå.
Çàäà÷à 16. Ðàñêðàñêà ïî Õîëëó

Äîêàæèòå, ÷òî ð¼áðà äâóäîëüíîãî ãðàôà, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû êîòîðîãî ðàâíà k, ìîæ-
íî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â k öâåòîâ òàê, ÷òîáû èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèëè ð¼áðà êàæäîãî
öâåòà.
Çàäà÷à 17. Ïîëîâèíû äîñòàòî÷íî

Â êîìïàíèè, ãäå ïîðîâíó þíîøåé è äåâóøåê, êàæäûé þíîøà çíàêîì õîòÿ áû ñ ïîëîâèíîé
äåâóøåê, à êàæäàÿ äåâóøêà çíàêîìà õîòÿ áû ñ ïîëîâèíîé þíîøåé (çíàêîìñòâà âçàèìíû).
Ïîêàæèòå, ÷òî ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñâàòîâñòâî òàê, ÷òî êàæäîìó þíîøå äîñòàíåòñÿ ïî íåâå-
ñòå.
Çàäà÷à 18. Õîëë äëÿ äèñáàëàíñà

Â äåðåâíå æèâóò n äåâóøåê è (n− 1) þíîøåé, ìåæäó íåêîòîðûìè ïàðàìè âçàèìíàÿ ñèì-
ïàòèÿ. Çàâòðà â äåðåâíþ ïðèëåòèò äðàêîí è ñúåñò îäíó èç äåâóøåê. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå
¾íåçàâèñèìî îò âûáîðà äðàêîíà óäàñòñÿ îðãàíèçîâàòü ñâàòîâñòâî ìåæäó (n − 1) ïàðàìè¿
ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ¾äëÿ êàæäîãî þíîøè ìîæíî âûáðàòü ïàðó çíàêîìûõ åìó
äåâóøåê òàê, ÷òî âûáðàííûå ïàðû îáðàçóþò äåðåâî â ãðàôå äåâóøåê¿.



Çàäà÷à 19. Õîëë äëÿ ãàðåìîâ

Â êîìïàíèè þíîøåé è äåâóøåê íåêîòîðûå þíîøè çíàêîìû ñ íåêîòîðûìè äåâóøêàìè. Êàæ-
äûé þíîøà õî÷åò ñîñòàâèòü ñåáå ãàðåì èç m çíàêîìûõ äåâóøåê. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ìîãóò ýòî
ñäåëàòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç k þíîøåé êîëè÷åñòâî çíàêîìûõ
èì â ñîâîêóïíîñòè äåâóøåê íå ìåíüøå km.
Çàäà÷à 20. Òåîðåìà Ê¼íèãà

Ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ íàáîð ðåáåð òàêîé, ÷òî ëþáûå äâà ðåáðà èç íåãî íå
èìåþò îáùåé âåðøèíû.

Âåðøèííîå ïîêðûòèå ãðàôà G íàçûâàåòñÿ íàáîð âåðøèí òàêîé, ÷òî ëþáîå ðåáðî ãðàôà
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó èç íåãî.
Òåîðåìà Ê¼íèãà.

Ôîðìóëèðîâêà íà ÿçûêå ãðàôîâ. Äîêàæèòå, ÷òî â äâóäîëüíîì ãðàôå ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ ðàâåí ðàçìåðó ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ.

Ôîðìóëèðîâêà íà ÿçûêå òàáëèö. Íà êëåòî÷íîé äîñêå îòìå÷åíû íåêîòîðûå êëåòêè. Ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî ëèíèé (ãîðèçîíòàëüíûõ èëè âåðòèêàëüíûõ), êîòîðûìè ìîæíî ýòè êëåòêè
íàêðûòü, ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ëàäåé, êîòîðûõ ìîæíî â ýòè êëåòêè ïîñòàâèòü áåç òîãî,
÷òîáû îíè áèëè äðóã äðóãà.
Çàäà÷à 21. Ïðèìåðû ñîâåðøåííûõ ãðàôîâ

Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ãðàôû ñîâåðøåííûå:
à) Ïîëíûå
á) Äâóäîëüíûå
â) Ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ íà ïðÿìîé
ã) Íåïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ íà ïðÿìîé
ä) Äîïîëíåíèå ê ðåáåðíîìó ãðàôó äâóäîëüíîãî ãðàôà
å) Õîðäàëüíûå ãðàôû (â ëþáîì öèêëå äëèíû õîòÿ áû 4 åñòü ðåáðî ñîåäèíÿþùåå íå ïîäðÿä

èäóùèå âåðøèíû öèêëà)
Çàäà÷à 22. Ãðàô äëÿ ×ÓÌ

Íàä ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì ñëåäóþùèì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ãðàô: âåðøèíû
- ýòî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, è äâà ýëåìåíòà ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, åñëè îíè ñðàâíèìû.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñòðîåííûé ãðàô - ñîâåðøåííûé.
á) Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå ê ïîñòðîåííîìó ãðàôó - ñîâåðøåííûé ãðàô.
Çàäà÷à 23. Ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ

Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
à) Ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì;
á) Â ëþáîì èíäóöèðîâàííîì ïîäãðàôå G åñòü àíòèêëèêà, ïåðåñåêàþùàÿ âñå êëèêè ìàêñè-

ìàëüíîãî ðàçìåðà;
â) Â ëþáîì èíäóöèðîâàííîì ïîäãðàôå G è äëÿ ëþáîé âåðøèíû v åñòü àíòèêëèêà, ïåðåñå-

êàþùàÿ âñå êëèêè ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà, è ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó v.
Çàäà÷à 24. Äóáëèðîâàíèå âåðøèíû

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ ñ ãðàôîì G - äóáëèðîâàíèå âåðøèíû v:
1) Äîáàâëÿåì íîâóþ âåðøèíó v′;
2) Ñîåäèíÿåì åå ñ v è âñåìè ñîñåäÿìè v.
Äîêàæèòå, ÷òî äóáëèðîâàíèå âåðøèíû ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ñîâåðøåííîñòè ãðàôà, íî íå

ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî χ(G) = ω(G).
Çàäà÷à 25. Äóáëèðîâàííûé ãðàô

Ðàññìîòðèì ãðàôG′ ïîëó÷åííûé èç ñîâåðøåííîãî ãðàôàG îäíîâðåìåííûì äóáëèðîâàíèåì
âñåõ âåðøèí v ïî αv − 1 ðàç. (Äóáëèðîâàíèå -1 ðàç çíà÷èò óäàëåíèå âåðøèíû). Ãäå αv -
êîëè÷åñòâî àíòèêëèê ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ñîäåðæàùèõ v.

1) Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëó÷åííîì ãðàôå ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé àíòèêëèêè òàêîé æå êàê â G.



2) Äîêàæèòå, ÷òî G′ ìîæåò áûòü íàêðûò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ àíòèêëèêàìè ìàêñèìàëüíîãî
ðàçìåðà.

3) Äîêàæèòå, ÷òî â G′ åñòü êëèêà ïåðåñåêàþùàÿ âñå àíòèêëèêè ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà.
4) Äîêàæèòå, ÷òî â G åñòü êëèêà ïåðåñåêàþùàÿ âñå àíòèêëèêè ìàêñìèìàëüíîãî ðàçìåðà.
5) Äîêàæèòå, ÷òî G ñîâåðøåííûé.
Çàäà÷à 26. Òåîðåìà î ñîâåðøåííûõ ãðàôàõ

Äîïîëíåíèå ê ñîâåðøåííîìó ãðàôó ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ãðàôîì.


