
Çàäà÷è ê êóðñó �Íóëåâûå ñóììû âåêòîðîâ�

Ýòî ïîëíûé ñïèñîê çàäà÷ ïî êóðñó. Íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ äëÿ ïîëó÷åíèÿ çà÷åòà áóäåò
îïðåäåëåíî áëèæå ê êîíöó øêîëû. Áîëüøèíñòâî çàäà÷ äîëæíî áûòü âîçìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ
èäåé, èçëîæåííûõ íà ëåêöèÿõ. ß ìîãó äàâàòü ïîäñêàçêè âñåì æåëàþùèì ÷òî-íèáóäü ðåøèòü.

1. Ïóñòü x1, . . . , xm ∈ Fn
p , ãäå m > (d+1)(p−1)+1. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî I ⊂ [m]

òàêîå, ÷òî
∑

i∈I xi = 0 è |I| ... p.
2. Ðàññìîòðèì d-ìåðíûé êóá {0, 1}d â Rd. Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòè H1, . . . , Hm ïîêðûâàþò âñå âåð-

øèíû ýòîãî êóáà, êðîìå îäíîé. Äîêàæèòå, ÷òî m > d.
3. Ïóñòü 0 6 k 6 p− 2, äîêàæèòå, ÷òî

∑
x∈Fp

xk = 0 (mod p).

4a. (Òåîðåìà Øåâàëëå, 1935) Ïóñòü P (x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fp ñòåïåíè
ìåíüøå n. Òîãäà ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P (x1, . . . , xn) = 0 äåëèòñÿ íà p.

4b. Ïóñòü P1, . . . , Ps � ìíîãî÷ëåíû îò n ïåðåìåííûõ ñóììàðíîé ñòåïåíè ìåíüøå n. Òîãäà ÷èñëî
ðåøåíèé ñèñòåìû Pi(x1, . . . , xn) = 0 äåëèòñÿ íà p. Âûâåäèòå èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìó Ýðäåøà-
Ãèíçáóðãà-Çèâà (òåîðåìó ïðî 2n− 1 ÷èñëî).

5a. Ïóñòü S1, . . . , Sn ⊂ Fp � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà, ïðè÷åì |Si| = ai + 1. Ïóñòü â ìíîãî÷ëåí
P (x1, . . . , xn) âõîäÿò òîëüêî ìîíîìû âèäà xb1

1 . . . xbn
n , ãäå bi 6 ai äëÿ ëþáîãî i. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

P (s1, . . . , sn) = 0 íà ëþáîì íàáîðå si ∈ Si, òî P ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì.
5b. (Òåîðåìà Àëîíà î íóëÿõ, 1999) Òî æå, òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî â P âõîäÿò òîëüêî ìîíîìû

âèäà xb1
1 . . . xbn

n , ãäå ëèáî (b1, . . . , bn) = (a1, . . . , an), ëèáî ñóùåñòâóåò i, äëÿ êîòîðîãî bi < ai.
6a. (Òåîðåìà Êîøè-Äýâåíïîðòà, 1935) Ïóñòü A,B ⊂ Fp, îïðåäåëèì ñóììó ìíîæåñòâ A + B êàê

ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà a+b, ãäå a ∈ A, b ∈ B. Äîêàæèòå, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Àëîíà, ÷òî |A+B| >
min{p, |A|+ |B| − 1}.

6b. Îïðåäåëèì òåïåðü A ⊕ B êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ âèäà a + b, ãäå a ∈ A, b ∈ B è a 6= b.
Äîêàæèòå, ÷òî |A⊕B| > min{p, |A|+ |B| − 2}.

7. Ïóñòü X ⊂ Fn
p � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç íå áîëåå, ÷åì

(
n+d−1

d

)
−1 ýëåìåíòîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò

íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí P (x1, . . . , xn) ñòåïåíè íå áîëüøå d, êîòîðûé îáíóëÿåòñÿ íà êàæäîé òî÷êå x ∈ X.
8. (Dvir, 2009) Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ Fn

p òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v ∈ Fn
p

ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò ïðÿìóþ â íàïðàâëåíèè v (òî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà u + vt, t ∈ Fp äëÿ
íåêîòîðîãî u ∈ Fn

p ). Äîêàæèòå, ÷òî |X| >
(
p+n−1
p−1

)
> pn

n!
.

9. (Naslund-Sawin, 2016) Íàáîð èç k ìíîæåñòâ A1, . . . , Ak íàçûâàåòñÿ öâåòêîì ñ k ëåïåñòêàìè,
åñëè Ai ∩ Aj = K äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà K è ëþáûõ i 6= j. Ïóñòü F ⊂ 2[n] � ñåìåéñòâî
ìíîæåñòâ, íå ñîäåðæàùåå öâåòêà ñ òðåìÿ ëåïåñòêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî

|F| 6 3
∑
k6n/3

(
n

k

)

10a. Ïóñòü X ⊂ Fn
2 òàêîâî, ÷òî a+ b+ c+d 6= 0 äëÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ a, b, c, d ∈ X. Äîêàæèòå,

÷òî |X| 6 2
n+2
2 .

10b. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî ðàçìåðà õîòÿ áû 2[n/2].
11. Ïóñòü A(i1, . . . , id) � d-ìåðíàÿ ìàòðèöà. Îïðåäåëèì ñóïåððàíã rankpar.(A) (àíãë. partition-rank)

êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî r òàêîå, ÷òî A ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû íå áîëåå r d-ìåðíûõ ìàòðèö âèäà
B(x1, . . . , xd) = B1(xi)i∈I ·B2(xj)j 6∈I äëÿ íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà I. Äîêàæèòå, ÷òî ñóïåððàíã
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà åå äèàãîíàëè. (Òåðìèí �ñóïåððàíã� íå
óïîòðåáëÿåòñÿ, ó ìåíÿ ïðîñòî íå ïîëó÷èëîñü ïåðåâåñòè íà ðóññêèé �partition-rank�)
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