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Ñåðèÿ A. Ñâîéñòâà ãèïåðáîëû:

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèïåðáîëà xy = 1. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå T : x′ = x · k, y′ = y/k ïåðåâîäèò
åå â ñåáÿ. Îíî íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïîâîðîòîì. Äîêàæèòå, ÷òî

1. Ïðåîáðàçîâàíèå x′ = x · k, y′ = y èçìåíÿåò ïëîùàäè â k ðàç, à ïðåîáðàçîâàíèå T ïëîùàäè
íå èçìåíÿåò. Ëþáóþ òî÷êó ãèïåðáîëû ìîæíî ïåðåâåñòè â ëþáóþ, âûáðàâ ïîäõîäÿùåå k. (Ñ
ïîìîùüþ ýòîãî ïóíêòà ðåøàþòñÿ îñòàëüíûå.)

2. Ðàññìîòðèì îòðåçêè êàñàòåëüíûõ ê ãèïåðáîëå, çàêëþ÷åííûå ìåæäó îñÿìè OX è OY . Äîêàæè-
òå, ÷òî âñå îíè äåëÿòñÿ ïîïîëàì òî÷êîé êàñàíèÿ è îòñåêàþò îò îñåé êîîðäèíàò òðåóãîëüíèêè
ðàâíîé ïëîùàäè.

3. Ñåðåäèíû õîðä, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé m, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
ãèïåðáîëû (öåíòð ñèììåòðèè). Íàçîâåì ïðÿìóþ l ñîïðÿæåííîé c ïðÿìîé m.

4. Åñëè l ñîïðÿæåíî ñ m, òî è m ñîïðÿæåíî ñ l.

5. Ïàðû êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ â êîíöàõ õîðäû, ïåðåñåêàþòñÿ íà ñîïðÿæåííîé ïðÿìîé.

Ñåðèÿ B: Ãèïåðáîëè÷åñêèå ÷èñëà

1. Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûå âûðàæåíèÿ âèäà z = a+ bj, ïðè ýòîì j2 = 1. Ïîëîæèì |z|2 = a2− b2.
Äîêàæèòå, ÷òî |z1z2|2 = |z1|2|z2|2. Ïóñòü e+ = (1+ j)/2, ei = (1− j)/2. Òîãäà e2+ = e+, e

2
− = e−,

e−e+ = 0. Åñëè z = a+ bj, òî z = (a+ b)e+ + (a− b)e−, åñëè z = αe+ + βe− òî |z|2 = αβ.

2. Ïóñòü |z|2 = 1. Ðàññìàòðèâàåì îïåðàòîð w → wz. Äîêàæèòå, ÷òî îí ñîõðàíÿåò ïëîùàäèþ

3. Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ ãèïåðáîëó a2−b2 = 1. Ïóñòü |z|2 = 1. Îïðåäåëèì àðãóìåíò z êàê óäâî-
åíóþ ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà îãðàíè÷åííîãî îòðåçêàìè [(0, 0), (1, 0)], [(0, 0), z]
è îòðåçêîì ãèïåðáîëû. Äîêàæèòå, ÷òî àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî limz→0 sh(z)/z = 1, ch′ = sh, sh′ = ch, ez = ch(z) + sh(z), e−z = ch(z)− sh(z).

5. Ïóñòü z = a + bj, |z|2 = 1, ϕ = arg(z). Ïîëîæèì ch($) = a, sh($) = b. Èòàê, ïðè óìíîæå-
íèè ãèïåðáîëè÷åñêèå ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à ãèïåðáîëè÷åñêèå àðãóìåíòû � ñêëàäûâàþòñÿ.
Âûâåäèòå îòñþäà ôîðìóëû ñëîæåíèÿ äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèíóñà è êîñèíóñà.

Ñåðèÿ C: Íååâêëèäîâà ïëîñêîñòü

1. Èçâåñòíî, ÷òî êîíöåíòðè÷åñêèå äóãè L1 è L2 îðèöèêëîâ íà ðàññòîÿíèè h ñâÿçàíû ñîîòíîøå-
íèåì L2 = L1 exp(h/r). Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü ôèãóðû ñ äåôåêòîì D ðàâíà Dr2.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà L äóãè ýêâèäèñòàíòû íà ðàññòîÿíèè h íàä ó÷àñòêîì ïðÿìîé äëèíû D
ðàâíà L = D ch(h/r). Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà äóãè îêðóæíîñòè ðàäèóñà R ðàñòâîðà α ðàâíà
αr sh(R/r), à ïëîùàäü êðóãà ðàäèóñà R ðàâíà 2πr2(ch(R/r)− 1).

3. Äàíà äóãà ARBR ðàñòâîðà α ðàäèóñà R, MR � ñåðåäèíà îòðåçêà [AR, BR], O � öåíòð îêðóæ-
íîñòè. Íàéòè limR→∞ |OMR|.

4. Íååâêëèäîâà ïëîñêîñòü ðàçáèòà íà ïðàâèëüíûå 7-óãîëüíèêè. Çàôèêñèðîâàí ñåìèóãîëüíèê P �
ñåìèóãîëüíèê íóëåâîãî ñëîÿ. Ê íåìó ïðèìûêàþò ñåìèóãîëüíèêè ïåðâîãî ñëîÿ, ê íèì � âòîðîãî
ñëîÿ è ò.ä. Ñêîëüêî ñåìèóãîëüíèêîâ â n-îì ñëîå?

5. Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî îíî ñîõðàíÿåò
óãëû.

6. Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè ïåðåâîäèò öèêëû â öèêëû (öèêë � ýòî îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ).
Äîêàæèòå, ÷òî îíî åñòü êîìïîçèöèÿ èíâåðñèé.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå âíóòðåííîñòè øàðà ñîõðàíÿåò óãëû íà åãî ïîâåðõ-
íîñòè.
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