
22-25.02.2019.

Òåîðåìà î áóòåðáðîäå.

Îïðåäåëåíèå. Ìåðîé íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ñ÷åòíî-àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ: µ : σ →
[0,+∞), ãäå σ ⊂ 2X � ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñî ìíîæåñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå. Â ðàìêàõ ýòîãî ìèíèêóðñà ìåðó íà Rd áóäåì íàçûâàòü õîðîøåé, åñëè âñå îòêðûòûå è çàìêíó-

òûå ïîäìíîæåñòâà Rd èçìåðèìû, ìåðà âñåãî ïðîñòðàíñòâà � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è äëÿ ëþáîé ãèïåðïëîñêîñòè

h âûïîëíåíî µ(h) = 0.
Íàïðèìåð äëÿ ëþáîãî òåëà T èìåþùåãî ïëîùàäü µ(X) = S(X ∩ T ) è äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíî èíòå-

ãðèðóåìîé ôóíêöèè p(x, y) µ(X) =
∫
X

p(x, y)dxdy ÿâëÿþòñÿ ìåðàìè íà ïëîñêîñòè.

1. Òåîðåìà î öåíòðàëüíîé òî÷êå. Íà Rd çàäàíà õîðîøàÿ ìåðà µ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà p
òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà H, ñîäåðæàùåãî p, âûïîëíåíî µ(H) > 1

d+1µ(R
d).

2. Òåîðåìà î öåíòðàëüíîé òî÷êå. Äèñêðåòíàÿ âåðñèÿ. Â Rd äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê A.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà p òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà H, ñîäåðæàùåãî p, âûïîëíåíî
|H ∩A| > 1

d+1 |A|.
Òåîðåìà î áóòåðáðîäå Â Rd çàäàíû d õîðîøèõ ìåð µ1, µ2, . . . , µd. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîëóïðî-

ñòðàíñòâî H òàêîå, ÷òî µi(H) = 1
2µi(R

d) äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 d.
Òåîðåìà î áóòåðáðîäå. Äèñêðåòíàÿ âåðñèÿ. Â Rd äàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà òî÷åê A1, A2, . . . , Ad. Òîãäà

ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü h äåëÿùàÿ ïîïîëàì êàæäîå ìíîæåñòâî Ai (ïî êàæäóþ ñòîðîíó îò h íå áîëåå, ÷åì

[12 |Ai|] òî÷åê èç Ai; íà ñàìîé h ìîæåò íàõîäèòñÿ ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê).

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî òî÷åê A â Rd íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèå, åñëè íà ëþáîé ãèïåðïëîñêîñòè

ëåæèò íå áîëåå, ÷åì d òî÷åê èç A.
Òåîðåìà î áóòåðáðîäå. Äèñêðåòíàÿ âåðñèÿ. Îáùåå ïîëîæåíèå. Â Rd äàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà òî÷åê

A1, A2, . . . , Ad òàêèå, ÷òî A1 ∪ A2 · · · ∪ Ad íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü h
äåëÿùàÿ ðîâíî ïîïîëàì êàæäîå ìíîæåñòâî Ai (ïî êàæäóþ ñòîðîíó îò h ðîâíî [12 |Ai|] òî÷åê èç Ai).

3. Íà ïëîñêîñòè äàíà õîðîøàÿ ìåðà µ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâå ïðÿìûå ðàçðåçàþùèå ïëîñêîñòü íà 4
÷àñòè ñ ðàâíîé ìåðîé µ.

4. Â 100 ÿùèêàõ ëåæàò áàíàíû, ÿáëîêè è àïåëüñèíû. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî òàê âûáðàòü 51 ÿùèê, ÷òî â íèõ

îêàæåòñÿ íå ìåíåå ïîëîâèíû áàíàíîâ, íå ìåíåå ïîëîâèíû ÿáëîê è íå ìåíåå ïîëîâèíû àïåëüñèíîâ.

5. Åñòü 100 ñëèâ ñ êîñòî÷êàìè. Âåñà ëþáûõ äâóõ ñëèâ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì âäâîå. Îáùèé âåñ êîñòî÷åê

âñòðîå îáùåãî âåñà ñëèâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñëèâû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå êó÷êè ïî 50 øòóê òàê, ÷òîáû â êàæäîé

êó÷êå äîëÿ êîñòî÷åê áûëà ìåíüøå 35%.

Îïðåäåëåíèå. Êðèâîé ìîìåíòîâ â Rd íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðèâàÿ {(t, t2, . . . , tn) | t ∈ R}.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â Rd ïåðåñåêàåò êðèâóþ ìîìåíòîâ íå áîëåå, ÷åì â d òî÷êàõ.

7. Äâîå âîðîâ óêðàëè îæåðåëüå, ñîñòîÿùåå èç äðàãîöåííûõ êàìíåé è õîòÿò ïîäåëèòü åãî ìåæäó ñîáîé.

Îæåðåëüå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðàãîöåííûå êàìíè d âèäîâ, íàíèçàííûå íà íåçàìêíóòóþ ïðîâîëîêó, êàìíåé

êàæäîãî âèäà ÷åòíîå ÷èñëî. Âîðû õîòÿò ðàçðåçàòü îæåðåëüå íà ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êóñêîâ è ðàñïðåäåëèòü

èõ ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ ïîëó÷èë ïîðîâíó êàìíåé êàæäîãî âèäà.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ îæåðåëèé èì ïîòðåáóåòñÿ õîòÿ áû d ðàçðåçîâ
(b) Äîêàæèòå, ÷òî d ðàçðåçîâ õâàòèò äëÿ ëþáîãî îæåðåëüÿ.

8. Akiyama, Alon Â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâà äàíû n-ýëåìåíòûå ìíîæåñòâà (öâåòà) A1, A2, . . . , Ad òàêèå, ÷òî

òî÷êè A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ad íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ad ìîæíî ðàçáèòü íà n
ðàäóæíûõ d-ýëåìåíòûõ ìíîæåñòâ (êàæäîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîìó ýëåìåíòó êàæäîãî öâåòà Ai)

òàê, ÷òî èõ âûïóêëûå îáîëî÷êè íå ïåðåñåêàþòñÿ.


