
Â çàäà÷àõ c è C îçíà÷àþò äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîå è äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêæå âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n òîæå äîñòàòî÷íî âåëèêî. ×åðåç o(1) îáîçíà÷àåòñÿ ôóíêöèÿ îò n,
ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè n→∞. Â ñëîæíûõ çàäà÷àõ ÿ ìîãó äàâàòü ïîäñêàçêè, êîìó ýòî èíòåðåñíî.
Äëÿ çà÷åòà äîñòàòî÷íî (íî íå îáÿçàòåëüíî íåîáõîäèìî) ñäàòü 4 çàäà÷è áåç çâåçäî÷êè èëè õîòÿ áû
îäíó çàäà÷ó ñî çâåçäî÷êîé(-àìè).

Ïóñòü ud(n) � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð äèñòàíöèîííîì ãðàôå â Rd íà n âåðøèíàõ.

1. (à) Äîêàæèòå, ÷òî u2(n) > ne
c logn

log logn (ìîæíî èñïîëüçîâàòü Òåîðåìó î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ
÷èñåë).

(á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðàôà G íà n âåðøèíàõ è ñ õîòÿ áû cn3/2 ðåáðàìè, íå ñîäåðæàùåãî K2,2.
2. Äîêàæèòå, ÷òî (à) u3(n) > cn4/3; (á) u3(n) 6 Cn5/3; (â**) u3(n) 6 Cn3/2.

3. Äîêàæèòå, ÷òî (à) u4(n) >
1−o(1)

4
n2; (á*) u4(n) 6

1+o(1)
4

n2.
4. Äèàìåòð êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà � ýòî íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàìè åãî òî÷åê. Â ýòîé

çàäà÷å ìû ðàññìàòðèâàåì äèñòàíöèîííûå ãðàôû äèàìåòðà 1, òî åñòü ñîåäèíÿþòñÿ ïàðû âåðøèí íà
ìàêñèìàëüíîì ðàññòîÿíèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç bd(n) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð â ãðàôå äèàìåòðîâ â
Rd íà n âåðøèíàõ.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî b2(n) = n ïðè n > 3.
(á*) Äîêàæèòå, ÷òî b3(n) = 2n− 2 ïðè n > 4.
5. (Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñåìåðåäè-Òðîòòåðà). Ïóñòü G = (V,E) � ýòî ïðîèçâîëüíûé

ãðàô (áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð). ×èñëî ïåðåñå÷åíèé cr(G) � ýòî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ïàð
ïåðåñåêàþùèõñÿ ðåáåð ñðåäè âñåõ âëîæåíèé G â ïëîñêîñòü (íàïðèìåð, ãðàô G ïëàíàðåí, êîãäà åãî
ìîæíî íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, cr(G) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà G ïëàíàðíûé).

(à) Äîêàæèòå, ÷òî cr(G) > |E| − 3|V |+ 6.

(á*) Ïóñòü ó ãðàôà G |E| > 4|V |. Òîãäà cr(G) > |E|3
64|V |2 .

(â*) Èñïîëüçóÿ ïóíêò (á), äîêàæèòå íåðàâåíñòâî u2(n) 6 Cn4/3.
6. Ïóñòü L � ìíîæåñòâî èç n ïðÿìûõ â R3. Òî÷êà p ∈ R3 íàçûâàåòñÿ äæîèíòîì äëÿ L, åñëè íàé-

äóòñÿ òðè ïðÿìûå èç L, ñîäåðæàùèå p, è íàïðàâëåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îáîçíà÷èì
÷åðåç J (L) ìíîæåñòâî âñåõ äæîèíòîâ.

(à**) (Åñëè íå ðàññêàçàë íà ëåêöèè). Äîêàæèòå, ÷òî |J (L)| 6 Cn3/2.
(á**) Äëÿ òðåõ ñåìåéñòâ ïðÿìûõ L1,L2,L3 îïðåäåëèì äæîèíò è ìíîæåñòâî J (L1,L2,L3) àíàëî-

ãè÷íûì îáðàçîì. Äîêàæèòå, ÷òî |J (L1,L2,L3)| 6 C(|L1||L2||L3|)1/2.
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