
ÊîìáÀëã. Íåîáõîäèìûé ìèíèìóì

1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ

Áàçîâàÿ âåðñèÿ. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Áàçèñ èíäóêöèè, øàã èíäóêöèè (èíäóê-
öèîííûé ïåðåõîä).

Ïðèìåðíûå çàäà÷è:

1. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò 2n × 2n, â êîòîðîì âûðåçàíà ïðîèçâîëüíàÿ êëåòêà, ìîæíî ðàçðåçàòü íà
óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê.

2. Äîêàæèòå, ÷òî 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ (n− 1) · n =
(n− 1) · n · (n+ 1)

3
.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a > −1 è n íàòóðàëüíî, òî (1 + a)n > 1 + an.

4. Íà êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÷àñòåé ìîãóò ðàçáèòü ïëîñêîñòü n ïðÿìûõ?

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî a+
1

a
öåëîå, òî è an +

1

an
òîæå öåëîå.

Ðàñøèðåííàÿ âåðñèÿ. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà.

Ëèòåðàòóðà:

1. Ãîëîâèíà Ë.È., ßãëîì È.Ì., ¾Èíäóêöèÿ â ãåîìåòðèè¿ (Òîì 21 èç ñåðèè ¾Ïîïóëÿðíûå ëåêöèè
ïî ìàòåìàòèêå¿) � Ìîñêâà, Ôèçìàòãèç, 1961 (5-10).
http://math.ru/lib/ser/plm

2. Êóðàíò Ð., Ðîáèíñ Ã., ¾×òî òàêîå ìàòåìàòèêà?¿ � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2000 (34-45).
http://ilib.mccme.ru/

3. Ñîìèíñêèé È.Ñ., ¾Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè¿ (Òîì 3 èç ñåðèè ¾Ïîïóëÿðíûå ëåêöèè ïî
ìàòåìàòèêå¿) � Ìîñêâà, Íàóêà, 1965 (5-41).
http://math.ru/lib/ser/plm

4. Øåíü À., ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ¿ � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2004 (3-34).
http://www.mccme.ru/free-books/
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ÊîìáÀëã. Íåîáõîäèìûé ìèíèìóì

2 Êîìáèíàòîðèêà

Áàçîâàÿ âåðñèÿ. Ïðàâèëî ñóììû è ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. ×èñëà ðàçìåùåíèé è ñî÷åòàíèé
(ñ ïîâòîðåíèÿìè è áåç ïîâòîðåíèé), ïåðåñòàíîâêè; ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ íèõ. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ.
Áèíîì Íüþòîíà. Êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ÷èñåë ñî÷åòàíèé: Ck

n = Cn−k
n , Ck

n = Ck−1
n−1 + Ck

n−1,
C0

n + C1
n + C2

n + . . .+ Cn
n = 2n, C0

n − C1
n + C2

n − . . .+ (−1)nCn
n = 0.

Ïðèìåðíûå çàäà÷è:

1. Èç êîëîäû, ñîäåðæàùåé 52 êàðòû, âûíóëè 10 êàðò. Â ñêîëüêèõ ñëó÷àÿõ ñðåäè ýòèõ êàðò åñòü
õîòÿ áû îäèí òóç? Ðîâíî îäèí òóç? Íå ìåíåå äâóõ òóçîâ? Ðîâíî äâà òóçà?

2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü áåëûå ôèãóðû (êîðîëÿ, ôåðçÿ, äâå ëàäüè, äâóõ ñëîíîâ
è äâóõ êîíåé) íà ïåðâîé ëèíèè øàõìàòíîé äîñêè?

3. Ñêîëüêî ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð ÷èñëà 121 257?

Ðàñøèðåííàÿ âåðñèÿ. Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ. Ñâîéñòâà òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.

Ïðèìåðíûå çàäà÷è:

1. Íàéäèòå ñóììó âñåõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 2, íè íà 3, íè íà 5.

2. Â êàêèõ ñòðîêàõ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ âñå ÷èñëà íå÷¼òíûå?

Ëèòåðàòóðà:

1. Âèëåíêèí Í.ß., ¾Êîìáèíàòîðèêà¿ � Ìîñêâà, Íàóêà, 1969 (9-54).
http://ilib.mccme.ru/

2. Âèëåíêèí Í.ß., ¾Ïîïóëÿðíàÿ êîìáèíàòîðèêà¿ � Ìîñêâà, Íàóêà, 1975 (73-103).
http://ilib.mccme.ru/

3. Ãîðáà÷¼â Í.Â., ¾Ñáîðíèê îëèìïèàäíûõ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå¿ � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2004 (184-
204).

4. Ìåøîéðåð Ð., ¾Êîìáèíàòîðíûå äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû Íüþòîíà¿ � Êâàíò, 1978, �9 (45-46).
http://kvant.mccme.ru/1978/09/kombinatornye_dokazatelstva_fo.htm

5. Óñïåíñêèé Â.À., ¾Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ¿ (Òîì 43 èç ñåðèè ¾Ïîïóëÿðíûå ëåêöèè ïî ìàòåìàòè-
êå¿) � Ìîñêâà, Íàóêà, 1979 (5-43).
http://math.ru/lib/ser/plm
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ÊîìáÀëã. Íåîáõîäèìûé ìèíèìóì

3 Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

Áàçîâàÿ âåðñèÿ. Ñîáûòèå, ýëåìåíòàðíûé èñõîä, áëàãîïðèÿòíûé èñõîä; îïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòè ñîáûòèÿ. Íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ, ïðîòèâîïîëîæíûå ñîáûòèÿ, íåâîçìîæíûå è äîñòîâåðíûå ñî-
áûòèÿ. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé.

Ïðèìåðíûå çàäà÷è:

1. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñäà÷å 36 êàðò (ïî 9 êàæäîé ìàñòè) ÷åòûð¼ì èãðîêàì (êàæäûé
ïîëó÷àåò ïî 9 êàðò, âñå âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ êàðò â êîëîäå ðàâíîâåðîÿòíû) êàæäûé èãðîê
ïîëó÷èò âñå êàðòû êàêîé-òî îäíîé ìàñòè?

2. Áðîñàþò ÷åòûðå èãðàëüíûå êîñòè (êðàñíóþ, æ¼ëòóþ, çåë¼íóþ è ñèíþþ). Ïóñòü A � ñîáûòèå
¾íà êðàñíîé êîñòè âûïàëà øåñò¼ðêà¿, à B � ñîáûòèå ¾íà ñèíåé êîñòè âûïàëî ÷¼òíîå ÷èñëî
î÷êîâ¿. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé A, B, A+B è AB.

Ðàñøèðåííàÿ âåðñèÿ. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ôîðìóëà Áàéåñà. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.
Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Ïðèìåðíûå çàäà÷è:

1. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âçÿòîå ÷èñëî îò 1 äî 100 äåëèòñÿ íà 2, ïðè óñëîâèè, ÷òî
îíî äåëèòñÿ íà 3?

2. Âî ñêîëüêî ðàç äîëÿ áëîíäèíîâ ñðåäè ãîëóáîãëàçûõ â òüìóòàðàêàíñêîì öàðñòâå áîëüøå äîëè
ãîëóáîãëàçûõ ñðåäè áëîíäèíîâ, åñëè âñåãî ãîëóáîãëàçûõ òàì âäâîå áîëüøå, ÷åì áëîíäèíîâ?

3. Â ëîòåðåå íà 1% áèëåòîâ âûïàäàåò âûèãðûø â 200 ðóáëåé, íà 0, 01% áèëåòîâ âûïàäàåò âûèãðûø
â 1000 ðóáëåé, à îñòàëüíûå áèëåòû áåç âûèãðûøà. Íàéäèòå ñðåäíèé âûèãðûø â ýòîé ëîòåðåå
(â ðàñ÷¼òå íà îäèí áèëåò), òî åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå âûèãðûøåé âñåõ áèëåòîâ.

Ëèòåðàòóðà:

1. Ãíåäåíêî Á.Â., Õèí÷èí À.ß., ¾Ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé¿ � Ìîñêâà, Íà-
óêà, 1970 (7-48).
http://ilib.mccme.ru/

2. Ãîðáà÷¼â Í.Â., ¾Ñáîðíèê îëèìïèàäíûõ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå¿ � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2004 (205-
210).

3. Ìîñòåëëåð Ô., Ðóðêå Ð., Òîìàñ Äæ., ¾Âåðîÿòíîñòü¿ � Ìîñêâà, Ìèð, 1969 (90-150).

4. Øåíü À., ¾Âåðîÿòíîñòü: ïðèìåðû è çàäà÷è¿ � Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2008 (3-35).
http://www.mccme.ru/free-books/
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ÊîìáÀëã. Íåîáõîäèìûé ìèíèìóì

4 Òåîðèÿ ãðàôîâ

Áàçîâàÿ âåðñèÿ. Ïîíÿòèå ãðàôà: âåðøèíû, ð¼áðà, êðàòíûå ð¼áðà, ïåòëè; îáùèå ãðàôû è ïðî-
ñòûå ãðàôû. Ñòåïåíü (âàëåíòíîñòü) âåðøèíû, ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ. Ïóòè (öåïè), ïðîñòûå ïóòè
(ýëåìåíòàðíûå öåïè), ñâÿçíûå ãðàôû, êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, èçîëèðîâàííûå âåðøèíû. Öèêëû, äå-
ðåâüÿ, âèñÿ÷èå (êîíöåâûå) âåðøèíû, îñòîâû. Ýéëåðîâû ãðàôû.

Ïðèìåðíûå çàäà÷è:

1. Ìîæíî ëè íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàòü 9 îòðåçêîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé ïåðåñåêàëñÿ ðîâíî ñ 3 äðó-
ãèìè?

2. Êâàäðàò 8 × 8 ðàçäåëèëè íà 64 êëåòî÷êè ñïè÷êàìè äëèíû 1. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ñïè÷åê
íóæíî óáðàòü, ÷òîáû ñ ëþáîé êëåòî÷êè ìîæíî áûëî ïîïàñòü íà ëþáóþ äðóãóþ, íå ïåðåïðûãè-
âàÿ ÷åðåç ñïè÷êè?

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè 6 ÷åëîâåê åñòü ëèáî 3 ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî 3 ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

Ðàñøèðåííàÿ âåðñèÿ. Ïîëíûå ãðàôû. Äâóäîëüíûå ãðàôû. Ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
(îðãðàôà). Ãàìèëüòîíîâû ãðàôû. Ïëîñêèå (ïëàíàðíûå) ãðàôû, ãðàíè. Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ ïëîñêèõ
ãðàôîâ.

Ïðèìåðíûå çàäà÷è:

1. Íàðèñóéòå ïëîñêèé ãðàô, èìåþùèé 8 âåðøèí, ñòåïåíü êàæäîé èç êîòîðûõ ðàâíà 4.

2. Â íåêîòîðîé ñòðàíå êàæäûé ãîðîä ñîåäèí¼í ñ êàæäûì äîðîãîé ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ â ëþáîé äðóãîé.

3. Â êâàäðàòå îòìåòèëè 20 òî÷åê è ñîåäèíèëè èõ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòðåçêàìè äðóã ñ äðóãîì
è ñ âåðøèíàìè êâàäðàòà òàê, ÷òî êâàäðàò ðàçáèëñÿ íà òðåóãîëüíèêè. Ñêîëüêî ïîëó÷èëîñü
òðåóãîëüíèêîâ?

Ëèòåðàòóðà:

1. Ãîðáà÷¼â Í.Â., ¾Ñáîðíèê îëèìïèàäíûõ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå¿ �Ìîñêâà, ÌÖÍÌÎ, 2004 (56-78).

2. Îðå Î., ¾Ãðàôû è èõ ïðèìåíåíèå¿ � Ìîñêâà, Ìèð, 1965 (11-52, 127-135).
http://ru.wikipedia.org/wiki/Òåîðèÿ_ãðàôîâ

3. Óèëñîí Ð., ¾Ââåäåíèå â òåîðèþ ãðàôîâ¿ � Ìîñêâà, Ìèð, 1977 (7-30, 36-50, 57-62).
http://ru.wikipedia.org/wiki/Òåîðèÿ_ãðàôîâ
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